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1 Riemannsche Metrik 



Wenn nichts anderes gesagt wird, scicn Mannigfaltigkeiten, Abbildungen und Tensorfeldcr 
immcr von dcr Klasse C°° vorausgesetzt. Mannigfaltigkeiten seien iiberdies hausdorffsch 
mit abzahlbarer Basis der Topologie. Das ist von selbst erfiillt, wenn Mannigfaltigkeiten 
per definitionem regulare Untermannigfaltigkcitcn cines R N sind. Vergleichen Sie aber das 
Beispiel 28. 

Definition 1. Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M,g) ist eine Mannigfaltigkeit M zu- 
sammen mit einem Tensorfeld g, das jedem Punkt p € M eine Euklidische Metrik g p von 
T p M zuordnet. Das Tensorfeld g heiBt eine Riemannsche Metrik auf M. 

Ist g p nicht positiv-definit, sondcrn fiir jedes p eine nicht-dcgencricrtc symmetrische Bilinc- 
arform, so heiBt (M, g) eine Pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Hat g p in jedem p die 
Signatur (—,+,...,+), so heiBt (M, g) auch cine Lorentzmannigfaltigkeit. 

Beispiel 2. Dcr Euklidische Raum R m ist auf natiirlichc Wcisc cine Riemannsche Man- 
nigfaltigkeit. Wir schreiben (. , .) glcichcrmaBcn fiir die Euklidische Metrik und die von ihr 
induzierte Riemannsche Metrik auf M m . 

□ 

Beispiel 3. Eine Immersion M — > R™ induzicrt cine 1. Fundamcntalform 

9 ■■=/*(-,■) 

mit 

g p (v,w) := (d p f(v),dpf(w)), v,w e T p M. 

Damit wird M cine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Allgcmcincr ist jede Untcrmannigfaltig- 
kcit cincr Ricmannschen Mannigflatigkeit auf natiirliche Weisc cine Riemannsche Mannig- 
faltigkeit. 

□ 

Beispiel 4. Insbesondere ist die Sphare 

S m :={xeM. m+1 \(x,x) = l} 

mit der vom Euklidischen Raum (M m+1 , (.,.)) induzierten Metrik eine Riemannsche Man- 
nigfaltigkeit. Ihre Metrik bczeichncn wir als die kanonische Metrik auf S m . 

□ 

Beispiel 5 (Lorentzmodell des hyperbolischen Raums). Den R m+1 mit dem Lorentz- 
schen Skalarprodukt 

{x, y) = -xoVo + xiyi + . . . + x m y m 

bezeichnen wir auch mit M 1 ' 1 ™. Betrachten wir darin eine Untermannigfaltigkeit, so ist das auf 
den Tangentialraumen induzierte Skalarprodukt im allgcmcincn dcgcncricrt. Aber fiir spezi- 
cllc Untermannigfaltigkcitcn kann es natiirlich auch nicht-dcgcncricrt vom Typ (—,+,...,+) 
oder sogar positiv-definit sein. Entsprechend erhalt man eine Lorentzmannigfaltigkeit oder 
cine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Konkretc Bcispiclc licfern die Mengen {x\ (x,x) = +1} 
bzw. der hyperbolische Raum 

H m := {x|(a:,a;) = -l,xo>0}, 
den Sie aus [VL Mannigfaltigkeiten] kennen. Der Tangentialraum in x E H' m ist 

T x H m = {v\(x,v) = 0}, 
und nach Linearer Algebra ist das Sklarprodukt darauf positiv-definit. 

□ 
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Beispiel 6 (Konforme Anderung der Metrik). Ist g eine Ricmannsche Metrik auf M 
und A : M — > R eine differenzierbarc Funktion, so ist auch e 2X g cine Ricmannsche Metrik 
auf M. 

□ 

Beispiel 7 (Poincaremodell des hyperbolischen Raums). Auf der offenen Einhcits- 
kugel D m im M. m crhalt man durch spezicllc konforme Anderung der Eukfidischen Metrik 
eine ncuc Ricmannsche Metrik 

4 

(D m ,g) ist ein anderes Modell fur den m-dimensionalen hyperbolischen Raum H m . 

□ 

Beispiel 8. Auf jeder Mannigfaltigkcit (Hausdorff mit abzahlbarer Basis der Topologic!) 
gibt es eine Riemannsche Metrik. (Zcrlcgung der Eins). 

□ 

Der Bcgriff der Ricmannschcn Metrik und Mannigfaltigkcit schafft sofort cine Vielzahl neucr 
Begriffe und Strukturcn. 

Definition 9 (Isometrische Immersion, Isometrie). Seien (M,g) und (N,h) zwei Rie- 
mannsche Mannigfaltigkeitcn. 

(i) Eine Abbildung / : N C G — > M cincr offenen Tcilmcngc G C N heiBt eine isometri- 
sche Immersion, wenn auf G 

f*9 = h, 

d.h. wenn fur allc peG und v, w G TpA^ 

9f(p){dpf{v),d p f(w)) = h p {v,w). 
Beachten Sie, daB / dann wirklich cine Immersion ist. 

(ii) Ein Diffcomorphismus / : N Ad hcifit cine Isometrie, wenn 

f*9 = h 

gilt. 

(iii) Ist (M,g) cine Ricmannsche Mannigfaltigkcit, so ist 

Iso(M,g) := {/ : M -> M \ f Isometric} 

beziiglich der Komposition eine Gruppe, die sogenannte Isometriegruppe von (M,g). 

Beispiel 10. Jcdc Immersion / : N — > M in cine Ricmannsche Mannigfaltigkeit (M, 5) ist 
eine isometrische Immersion, wenn man mit der Metrik /*(/ versieht. 

□ 

Beispiel 11. Die stereographische Projektion 

a : R m+1 D {(aro, . . . ,x m ) \ x > -1} -> M m 

vom Punkt (— 1,0, . . . , 0) aus ist gegeben 
durch 

1 + Xn 
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Sie liefert 



• im M 1 '™ eine Isometric des Lorcntzmodclls des hyperbolischcn Raumes aus Bcispicl 5 
auf das Poincarcmodcll aus Beispicl 7 mit der Metrik 
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und ebenso 

• im R m+1 eine Isometric der Einheitssphare 

S m := {(x , ■ ■ ■ , x m ) | arg + . . . + x 2 m = 1} 

ohne den Siidpol mit der kanonischen Metrik auf den M™ 1 mit der konform geanderten 
Metrik 

: = (l + t\p\\>)* {v ' w) - 



Beweis. Gegeben seien 



mit xq ^ — 1 und 



(x ,x), (v ,v) eRx 



xl ± ||a;|| 2 = 1, d.h. (ar , a:) € S™ oder e ff m , 

.To^o ± (a;, v) = 0, d.h. (wo, w ) im Tangcntialraum an S m oder H m in (.T ,a;). 

Dann ist 
Es folgt 

4 



r|l rf (x ^)CT(wo,'f) 



2 



(l±\\v(x ,x)\\*)* i 

= INI 2 J I < W) g K v )H 2 

t- 1 ± (l+^o) 2 - 1 

4(1 +X ) 4 2 
l|d(x ,x)O-(«0,«)|| 



((l + rr ) 2 ±|M| 2 ) 2 
4(1 + x ) 4 



(l + 2a;o + ^± ||a;|| 2 ) 2 

= (1 + Zo) 2 |M(x ,x)<7Kl,v)|| 2 



||d(x ,x)O-(«0,«) 



- (1 + 10)2 ( (irk? " p + (T+Wf""" 2 - 2 OT<- "> 

= ± 1) g(l-x ) + 2»g l0 2 
1 + x 

= ±«o + ||v|| 2 - ((v ,v),(v ,v)). 

□ 
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Beispiel 12 (Schnitt durch Schwarzschild-Modell eines schwarzen Lochs). Sei 

M :— W 3 \{0} und sci r : M — > R die Normfunktion. Wir betrachten M mit der Metrik 

5 =(l + ^) 4 (... ,...). 
Dann ist die Inversion an der Einheitssphare, also 

x 



f : M -> M, x i ► 



r(x) 



2 ' 



eine Isometrie. 
Beweis. Zunachst ist 

und 



d x f{v) = v + — — — x 

r(x) z r(x) 4 



(d x f(v),d x f(v)) = (v,v) + + = 

Es folgt 



□ 



Beispiel 13. Fiir die Sphare S 1 " 1 mit der kanonischen Metrik ist offenbar 

{/| sm |/eO(m+l)}cIso(S m ). 
Fiir den hyperbolischen Raum aus Beispiel 5 ist 

{/| ffm |/eO(l,m)}cIso( J ff m ). 

Dabei ist 0(l,m) die Gruppe der linearen Automorphismen von R ' m , die das Lorentzpro- 
dukt erhaltcn. 1 Die Gruppe 0(l,m) cnthalt insbcsondcrc Abbildungen der Form 

(x ,x) i ► (a; , Ac) 

mit A e O(m) und Abbildungen mit einer Matrix 



cosht 
sinht 


sinht 
cosht 








E m -i , 



Mit einer Isometrie der ersten Art kann man einen beliebigen Punkt von H m „drehen" 
in einen Punkt der Form (xq, Xi, 0, . . . , 0) € H m . Mit einer hyperbolischen Drchung der 
zweiten Form kann man diesen dann in den Punkt (1,0, ...,0) abbilden. Dahcr opcriert 
Iso(# m ) transitiv auf H m : Man kann jeden Punkt durch eine Isometrie in jeden andercn 
transportieren. 

Fiir spatere Verwendung halten wir noch fest: Durch Isometrien der ersten Art kann man un- 
ter Festhalten von (1,0,..., 0) jeden wcitcrcn Punkt von H m in einen der Form (j/q, Hi, 0, . . . , 0) 
mit — 2/g + y\ = —1 bringcn. Dieser Punkt ist dann von der Form (cosh to, sinhto, 0, . . . , 0) 
fiir ein t € R. Wenn man also Punktepaare p,q € H m untersuchcn will, kann man bis auf 
eine Isometrie annehmen, daB p= (1, 0, . . . , 0) und q = (cosht ,sinht , 0, . . . , 0) ist. 

Analoges gilt fiir S m . 

□ 



1 Wh werden spater sehen, dafi in beidcn Fallen sogar Glcichhcit gilt. 
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Mit cincr Ricmannschcn Metrik kann man Langcn und Winkcl von Tangcntialvcktorcn mes- 
scn. Damit kann man auch den Winkel zwischcn sich schncidenen Kurven und durch Inte- 
gration die Lange von Kurven messcn: 

Definition 14 (Kurvenlange). Fur eine Kurve c : [a,b] — > M in einer Riemannschcn 
Mannigfaltigkeit (M, g) definieren wir ihre Lange durch 

L(c) := f Jg c(t) (c(t),c(t))dt. 

J a 

Es ist klar, da8 in der Definition C 1 statt C°° ausreichend ist und wie man den Langenbegriff 
ausdehnt auf (stetige) sMcfcweise-C 1 -Kurvcn 

Es ist auch klar, daB isometrische Immersionen Langcn und Winkcl crhaltcn. 

Lemma 15 (Parameterinvarianz der Kurvenlange). Die Kurvenlange ist invariant 
gegeniiber Umparametrisierungen: Ist c : [a,b] — > M eine Kurve in einer Riemannschen 
Mannigfaltigkeit und <p ■ — > [a,b] eine bijektive C°° -Abbildung, so gilt 

L(co<p) = L(c). 

Beispiel 16. Im Lorentzmodell des hyperbolischcn Raums betrachten wir die Kurve 

c(t) := (cosh t, sinh i, 0,. . . ,0), < t < t 
von p= (1, 0, . . . , 0) nach q = (cosh t 0} sinh t 0} 0, . . . , 0). Ihre Lange ist 

L(c) = / V— sinh 2 t + cosh 2 t dt = t = cosh -1 q = cosh _1 (— (p, q)). (1) 

Jo v ' 

=i 

Nach der Bcmcrkung am Schlufi von Beispiel 13 findet man daher zwischen je zwei beliebigen 
Punkten p und q in H m eine Verbidungskurve der Lange cosh -1 (— (p, q)). 

Ebenso findet man zwischen zwei Punkten in S m immer eine Verbindungskurve der Lange 

L(c) = cosT 1 {p,q). 

□ 

Beispiel 17. Im hyperbolischcn Raum betrachten wir zwei Punkte p und q. Wir wollen die 
Lange von p mit q vcrbindenden Kurven abschatzen und zeigen, daB sie alle mindestens die 
Lange cosh _1 (— (p, q)) haben. 

Wieder konnen wir ohne Einschrankung annchmcn, daB im Lorentzmodell 

p = (1,0) und q = (?o, 9i, 0, . . . , 0). 
Wir betrachten die Abbildung tt : {(x ,x) e R m+1 | x a > 1} -» R m+1 mit 



tt(x ,x) = 




Dann ist ir(H m ) C H m . Die Abbildung -k\h™ ist stetig und im Komplcmcnt von p differen- 
zicrbar. 

Fur (x ,x) e H m mit x > 1 und (v ,v) € T( Xo ^H m , d.h. 

(X, v) = -X V + (x, V) euklidisch = (2) 
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crhaltcn wir 



XqVq 



• 



...,0). 



Daraus folgt 



\\d( X0 , x )n{v ,v)\\f orentz = —Vq + 






a 



1 



Ml 



euklidisch 




euklidisch 



euklidisch 



< -Vq + IHluklidisch = \\( v 0,v)\\f orentz . 



Die Abbildung it kontrahicrt also die Langen von Tangentialvektoren und damit die Lange 
von Kurven. 1st also c : [0, to] — ► H m eine Kurve 2 von p nach q, so ist wegen der Vorausset- 
zungen an p und q auch 7r o c eine Kurve von p nach q und 



Dabei ist c(t) der kanonische Weg von p nach q, vgl. Beispiel 16. Das ist also eine kiirzeste 
Kurve von p nach q. 

Analogcs findet man fur die Sphare. 

In Verbindung mit dem Beispiel 13 crhalten wir: Eine kiirzeste Verbindungskurve zwischen 
zwei Punkten p, q im Lorentzmodell des H m oder in S m wird gegeben durch einen monoton 
paramctrisierten „Gro8kreisbogcn" (im Falle der Sphare von der Lange < 7r). Ein „Gro8- 
kreis" ist dabei die Schnittkurvc von H m bzw. S m mit cincr Ebcne durch e R m+1 . Die 
Lange dieser Kiirzesten ist 



2 Hicr gibt cs ein kleines Problem, weil n in p nicht differenzierbar ist. Man kann aber annehmen, dafi 
c(t) 7^ p fur alle t > 0. Mit dem Satz von Bohncnblust (vgl. Analysis I) odcr Taylorcntwicklung sieht man 
dann, daB n o c in wenigstens noch C 1 ist. 



L(c) > L(iroc). 



Es gilt 





cosh 1 ( — (p,q)) bzw. cos 1 (p,q). 



□ 



G 



2 Die Levi-Civita-Ableitung 



Langen- und Winkelmessung geben die Grundlagcn fiir die Geometric. Ein weiteres wichtiges 
Element in dcr Euklidischcn Geometrie ist die Parallelverschiebung. In Ricmannschcn Man- 
nigfaltigkeiten hat man - in eingeschrankter Weise - auch diese Struktur. Sie wird gegeben 
durch die Levi-Civita-Ableitung, die die Parallelverschiebung zwar nicht global, wohl aber 
langs Kurven gestattet. 

Einc kovariante Ableitung auf M ist eine Abbildung 

V : T{TM) x T(TM) -> T(TM) 

mit den Ihnen aus [VL Mannigfaltigkcitcn] gclaufigcn Eigcnschaften (e.g. M-Bilincaritat, Pro- 
duktrcgcl). Im allgcmcincn gibt cs auf cincr Mannigfaltigkcit vicle kovariante Ableitungen, 
aber kcinc besonders ausgezeichnctc. Im Ricmannschcn Fall ist das anders: Die Riemannschc 
Metrik erlaubt die Auswahl cincr ausgezeichneten kovarianten Ableitung, der Levi-Civita- 
Ableitung. 



Satz 18 (und Definition: Levi-Civita-Ableitung). Auf einer Riemannschen Mannig- 
faltigkeit (M,g) gibt es genau eine kovariante Ableitung V mit 

(Vzg)(X, Y):=Z- g(X, Y) - g(V z X, Y) - g(X, V Z Y) = 0, (Ricci-Identitat) (3) 
T(X, Y) := V X Y - V Y X - [X, Y] = 0. ( Torsions freiheit) (4) 

V heifit die Levi-Civita-Ableitung von {M,g). Sie ist gegeben durch 

2g(X, V Z Y) =Z ■ g(X, Y)+Y- g(X, Z) - X ■ g(Y, Z) 

+ g(Z, [X, Y]) + g(Y, [X, Z\) - g(X, [Y, Z\). (5) 



Dcr Bcwcis ist kanonisch: Zur Eindcutigkcit schreibt man (3) mit zyklischer Vcrtauschung 
der Argumcntc und findet untcr Benutzung von (4) die Gleichung (5). Fiir die Existenz 
definiert man V zY durch (5) und rechnet die Eigenschaften einer kovarianten Ableitung, 
die Ricci-Identitat und die Torsionsfrcihcit nach. 

Lokale Beschreibung mit Christoffelsymbolen. Ist die GauBbasis eines lokalen 
Koordinatensystems fur M, so wird einc kovariante Ableitung beschrieben durch die Chri- 
stoffclsymbole , die definiert sind durch 

n m a 

v B — = Vr fe — 

b% dxj ^ 13 dx k ' 



Ist (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und die Metrik im lokalen Koordinatensystem 
gegeben durch 

•~ 9K dx i , dx j h 

so sind die Christoffclsymbolc gegeben durch 



dgik dgjk _ %j 
dxj dxi dxk 

Das ist eine unmittelbare Konsequenz von (5). 
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Beispiel 19. Vcrglciche die Beispiele 6 und 7. 1st V die Levi-Civita-Ableitung zur Metrik 
g, so ist 



VzF = V Z Y + (Z ■ X)Y + (Y ■ X)Z - g(Y, Z)grad 9 A 

mit 

g(grad 9 A, X) := X ■ X 
die Levi-Civita-Ableitung zur Metrik 

9 ■= e 2X g. 

Insbesondere ergibt sich fiir das Poincaremodell von H m die Ablcitung 



X7 Z Y = D Z Y + ^-i^(< Z,x > Y+ < Y,x > Z- < Y, Z > x). 

1 - \\xV 



Beweis. Es ist 

2e 2X g{X,V z Y) 
= 2g{X 1 V z Y) 

= Z ■ g{X, Y) + Y- g(X, Z) - X ■ g(Y, Z) + g(Z, [X, Y}) + g(Y, [X, Z]) - g(X, [Y, Z]) 
= e 2X {2g(X, V Z Y) + 2(Z ■ X)g(X, Y) + (Y ■ X)g(X, Z) - g(X, grad 9 A).g(y, Z)} 
= 2e 2X g(X,\7 z Y + (Z ■ X)Y + (Y ■ X)Z - g(Y, Z) grad 9 A) 

Insbesondere gilt fiir den hyperbolischen Raum 

[ "=(HH¥ " A = '° 2 - 1 °<i-l| I |l 2 ) 

1 - \\x\\ z 
2 

=> grad^A = r—^ x. 



□ 

Beispiel 20 (Biinvariante Metriken auf Liegruppen). Seien G eine Liegruppe und V 
eine kovariantc Ablcitung fiir TG. Sci Z\, . . . , Z n cine Basis im Raum g = T e G der links- 
invarianten Vektorfclder. Dann lassen sich beliebige Vektorfeldcr X, Y e T(TG) schreiben 

X = Y J tiZu Y = J2vjZ„ 
mit C°°-Kocmzicnten £,i,r]j, und aus den Rcchcnrcgcln fiir kovariante Ablcitungcn folgt 

Vx^ = E - '/,Vz /, + ■ Wi- (6) 

i,3 3 

Die kovariante Ablcitung V ist also bestimmt durch ihre Werte auf den linksinvarianten Vek- 
torfcldcrn cincr Basis. Umgckchrt kann man die Vektorfelder VziZj beliebig vorgeben, und 
(6) definiert cine kovariante Ablcitung. Wahlt man V^Zj := c[Zi, Zj] mit einer Konstanten 
c e I, so erhalt man fiir linksinvariante X, Y, also konstante rjj 

\7 x Y = c[X,Y}. (7) 

Die Gleichung (7) definiert also cine von cincr Basiswahl Zi unabhangige kovariantc Ablci- 
tung auf G. 
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Dcr zugchorige Torsionstensor wird dann auf linksinvarianten Vektorfcldcrn 

T(X, Y) = V X Y - V y X - [X, Y] = c[X, Y] - c[Y, X] - [X, Y] = (2c -1)[X,Y]. 

Fur c — 1/2 wird der Torsionstensor auf linksinvarianten Vektorfcldcrn null. Also ist er - 
als Tensor - auf alien Vektorfcldcrn null. Durch 

V X Y:=^[X,Y] fiirV,Ve fl (8) 

wird also auf jeder Liegruppe ein ausgezcichnetcr torisonsfrcier Zusammcnhang dcfiniert. 

Sci nun g cine biinvariante Metrik G, d.h. Links- und Rechtstranslationcn L x und R. x scicn 
Isometrien. Dann ist Ad x : d(L x o R x -i) : T e G — > T e G fiir alle x £ G einc orthogonalc 
Abbildung von (T e G,g e ). Daher ist 

ad x = d e Ad(X) : T e G -» T e G, Y ^ [X, Y] 

schiefsymmetrisch beziiglich g e : 

g([X,Y],Z)+g(Y,[X,Z]) = Q. (9) 

Sei V dcfiniert durch (8). Dann ist fiir linksinvariante Vektorfelder, 
(Vx9)(Y, Z) := X -g(Y^-g(V x Y, Z) - g(Y, V X Z) = -±(g([X, Y],Z)+ g(Y, [X, Z])) 

—const 

= o. 

0) 

Damit verschwindet der (tensoricllc!) Ausdruck (\7 x g)(Y,Z) aber audi fiir beliebige Vek- 
torfelder. 

Fazit: Die Levi-Civita-Ableitung cincr biinvariantcn Metrik auf cincr Liegruppe ist fiir links- 
invariante^) Vektorfelder gegeben durch (8). Sie ist fiir alle biinvariantcn Mctriken dicsclbc, 
aber „meistens" sind solche Metriken ohnehin bis auf einen konstanten Faktor eindeutig. 

□ 

Eine wichtige Rollc werden in diesem Semester Vektorfelder langs Abbildungen und deren ko- 
variante Ablcitungcn spiclcn. Dcshalb gehen wir hier noch einmal darauf ein. Wir bezeichnen 
mit r(V) den Modul der Schnittc im Vcktorbiindcl V, also mit T(TM) die (tangcntialcn) 
Vektorfelder auf der Mannigfaltigkcit M. Ist / : N — > M eine Abbildung, so ist ein Vektorfcld 
langs / eine Abbildung Y : N — > TM mit 

Y p e T f{p) M fiir alle p e N. 

Typischc Beispiele sind das Geschwindigkeitsfeld c einer Kurve in M oder ein Einheitsnor- 
malcnfcld einer Hypcrflachcnimmcrsion. 

Die Abbildung / induziert aus dem Tangentialbiindel iiber M ein Biindel f*TM iiber N, 
dessen Faser iiber x € N gerade Tf^M ist. Vektorfelder langs Abbildungen sind also nichts 
andcres als Schnitte im induzierten Biindel. Wir bezeichnen den Modul dcr Vektorfelder 
langs / mit T(f*TM). 

f*TM -> TM 

TM -» M 
f 



TM 

Y 

/ I 

TM -» M 
f 
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Satz 21 (Kovariante Ableitung langs Abbildungen). 

Sei V eine kovariante Ableitung auf der Mannigfaltigkeit M (nicht notwendig die Levi- 
Civita- Ableitung einer Riemannschen Mannigfaltigkeit). Sei f : N — > M eine Abbildung. 
Dann gibt es genau eine Abbildung 

/* V : T(TN) x T{f*TM) -> T(f*TM) 

rait folgenden Eigenschaften: 

/*V ist eine kovariante Ableitung ira induzierten Biindel f*TM (10) 

und fur X e T(TN) und Z G T(TM) gilt 

(f*V)x(Zof) = V df{x) Z. (11) 

Dabei sind Z o f und Vdf(x)Z : p i— » \7 dp f^ Xp )Z offenbar Vektorfelder langs f . 
Statt /*V schreibt man meistens einfach wieder V. 



Beweis. Zur Einzigkeit. Beziiglich cincr Karte von M schrcibcn wir fiir F G T(f *TM) 

■ A 

dx 



Dann erhalten wir mit den vorausgesetzten Eigenschaften 

= E(^-^)(^°/)+E^v d/w A. (13) 

Daraus folgt die Eindeutigkeit. 

Zur Existcnz bcnutzt man (13) zur lokalcn Definition von /* V und rechnet die Eigenschaften 
(10) und (11) nach. Aus der Eindeutigkeit folgt, daB die auf diese Weise lokal dcfinicrtcn 
Ablcitungen nicht von der Kartenwahl abhangen und sich deshalb zu einer global definierten 
Ableitung zusammenfugen. □ 



Lokale Darstellung mit Christoffelsymbolen. In einer Karte x fiir M sei 



Weiter seien r*l- die Christoffclsymbole von V in dieser Karte. Dann gilt 



(fv)xF Eh - yL E xiYj ( T ij °/)J £ t ■ /• < 1 < ] 



Beispiel 22. Wir betrachten die Kurve c(t) := tv im Poincaremodell von H m mit Levi- 
Civirta-Ableitung V, verglciche Beispiel 19. Dabei seien v G R m cin Einhcitvcktor und 
t e iV :=] - 1,1[. 

Dann ist c G T(c*TH m ) und | G T(TN). Es gilt 

C=!) = »OC, 
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wenn wir v als konstantcs Vcktorfcld auf D m betrachtcn. Dann wird 

(c*V)lC= ^dc(*-) V = ^vocV = (V V V) O C 

dt V dt ' 

Mit Bcispicl 19 und c(t) — tv finden wir 

2 2t 
( c * V )j^ = £l^lS + l _ ||fa||2 ( 2 ^' c ^ ~ ( w ' w ) c ) = fT7^2 w - 
=o 

□ 

Lemma 23. Die definierende Formel (11) gestattet folgende Verallgemeinerung: Sind M, N, K 
Mannigfaltigkeiten, ist V eine kovariante Ableitung fiir M und sind f : N — > A'/ und 
g:K^N Abbildungen, so gilt fiir X e r(7\ff) und Y e T(f*TM) 

((/ o g)*v) x (r o 5 ) - (/*v) dflW y. (15) 

Beweis. Bctrachtc zunachst den Spezialfall Y = Z o f fur Z e T(TM). Schrcibe dann cin 
allgcmcines F wic in (12). □ 

Die Ricci-Identitat und die Torsionsfreiheit gelten auch fiir Vektorfeldcr langs Abbildungen. 
Genaucr: 

Satz 24. Sei f : N — > M erne Abbildung in eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M,g) mit 
Levi- Civita- Ableitung V. 

ft Fur X e r(TA^) und Yi, y 2 G T(f*TM) gilt: 

X ■ g(Y u Y 2 ) = ff ((rV)xYi, Y 2 ) +fl(Yi, (fV)xF 2 ). 

(**; Mri,re r(iw) ^ 

(fV)x<i/(F) - (f*V) Y df(X) = df([X,Y]). 



Beweis. Zu (i). Selbst. 

Zu (ii). Wir schreiben bcziiglich cincr Karte fiir M 

df(X) = Y J X~of 

und entsprechend fiir Y. Dann ist 

(r\7) x df(Y) - (rW) Y df(X) = J2(X ■ Yj)-^- o / + ^^(V^ A) o / 
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Andrerseits ist fur eine Funktion </> 

df{[X,Y])-<j>=[X,Y]-{4>of) 

= X-(Y-(<f>of))-Y-(X-(<f>of)) 

= *-(£^°/))-- 

k 

k ux k 

Daraus folgt die Behauptung. □ 



Satz 25 (Levi-Civita). Sei f : (N,h) — > (M,g) eine isometrische Immersion zwischen 

N 

Riemannschen Mannigfaltigkeiten. Sei tt : f*TM — > TiV die orthogonale Projektion. Mit V 

M 

wnd V bezeichen wir die Levi-Civita-Zusammenhdnge. Dann gilt fur X, Y e T(TN) 

N / M \ 

V X Y = tt (f*V) x df(Y) . (16) 



Bcmcrkungcn: 

1. Die Tangentialprojektion ist die Standardmcthode zur Gewinnung einer kovariantcn 
Ablcitung auf Flachen im R 3 und in analogen hShcr- dimensionalen Situationcn. 

2. Eine leicht zu beweisende Verallgcmcincrung des Satzes zeigt, daB auch die Levi- 
Civita-Ablcitung des hyperbolischen Raumes im Lorentzmodcll cinfach die lorentz- 
orthogonale Projektion der Euklidischen Ableitung auf den Tangentialraum ist. 

Beweis. Wir definicren fur X, Y e T(TN) 

VxY := tt ((f*W) x df(Y)] . 



Dann ist V offenbar R-linear im zweiten und C°° ( A r )-linear im ersten Argument. Fiir <j> : 
N -> R gilt 

V x {<t>Y) = tt ((X ■ <j>)df{Y) + ^(fV)xrf/(r)) = (X ■ 4>)Y + cf>V x Y. 

Also ist V eine kovariante Ableitung auf N. Wir zeigen nun die Ricci-Identitat und die 
Torsionsfreiheit von V. Fiir X,Y,Z<E T(TN) ist 

M M 

h(V x Y, Z) = g(df(ir((f*V) x df(Y))), df(Z)) = g((f*V) x df(Y),df(Z)). (17) 



Damit crgibt sich 

+ h(Y,V x ,Z) = g(i 

X-g(df(Y),df(Z)) 



M M 

h(V x Y, Z) + h(Y, V X ,Z) = g((f*W) x df(Y),df(Z)) + g(df(Y), (f*V) x df(Z)) 



Satz 24 
= X ■ h{Y, Z) 
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Also gilt fur V die Ricci-Idcntitat. Schlicfilich ist nach Satz 24 

M M 

(rV)xdf(Y) - (f*V)xdf(Y) = df([X,Y}) 
Anwendung von n licfcrt 

V x Y-V Y X = 7rdf([X,Y]) = [X,Y]. 
Damit ist V auch torsionsfrci, also der Lcvi-Civita-Zusammcnhang. □ 

Beispiel 26. Ein extremes Beispiel ist der Fall eincr Isometric / : (N,h) — > (M,g). In 
diesem Fall folgt aus (16) 

N M M 

df(V x Y) = df(ir((f*V) x df(Y))) - (f*V) x df(Y). 
Isometrien erhalten die Levi-Civita-Ableitung. 

□ 

Beispiel 27. Bezeichnet V die kanonische Ablcitung im R m+1 bzw. im ]R (1 ' m ) (die bei- 
den sind glcich!), so sind die Levi-Civita-Ablcitungcn der Sphare bzw. des hypcrbolischen 
Raumes fiir tangcntialc Vcktorfelder X, Y an der Stelle x gegeben durch 

X7 x Y = \7 x Y+(X,Y)x, V X Y = V X Y - (X,Y)x. 

□ 
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3 Innere Metrik 



In diesem Abschnitt machen wir Gebrauch von unserer Voraussetzung, dafi Mannigfaltig- 
keiten hausdorffsch sind, genauer von der Implikation 

kompakt => abgeschlossen. 

Wir geben hier ein Beispiel einer nicht-hausdorffschen Mannigfaltigkeit, in der das nicht 
wahr ist. 

Beispiel 28. Sei X := R U {p}, wobei p ^ R. Offene Teilmengen von X seien die offenen 
Tcilmcngcn von R und alle Mengen der Form Y U {p}, fiir die Y U {0} offcn in R ist. Das 
dcfinicrt eine Topologie fiir X. 

Die nebenstehende Abbildung 
zeigt X und eine typische offene 
Umgebung von p. 

Die Menge [— 1,+1] ist kompakt, aber ihr Komplement in X ist nicht offcn. 

□ 



Satz 29. Sei (M, g) eine zusammenhangende Riemannsche Mannigfaltigkeit. Definiere fiir 
p,qeM 

d(p, q) :— inf{L(c) | c ist eine stiickweise C°° -Kurve von p nach q}. 

Dann ist (M, d) ein metrischer Raum, und die induzierte Topologie ist die Mannigfaltigkeits- 
topologie. 



Beweis. Weil M lokal diffeomcorph zum R m ist, ist die Menge der Punkte, die sich mit 
einem festen p £ M durch einen stiickweise C°°-Weg verbinden lassen, offen. Dasselbe gilt 
fur die Menge der Punkte, die sich nicht mit p durch einen stiickweise C°°-Weg verbinden 
lassen. Weil M zusammenhangend ist, lassen sich alle Punkte mit p verbinden und d ist 
wohldcfiniert und reellwertig. 

Die Eigenschaftcn 

d(p,p) = 0, 

d(p,q) = d(q,p), 

d{p, r) < d(p, q) + d(q, r) 

einer Metrik sind evident. Als nachstes wollen wir zeigen, dafi 

d(p,q) = =>■ p=q. (18) 

Zwischenbetrachtung. Sei p £ M. Wir wahlcn cine Karte u : M D U — * R m um p mit 

u(p) = und ein p > 0, so dafi die abgeschlossen Kugel B p vom Radius p um im R™ 1 ganz 
m u (U) liegt. Dann ist B := ir 1 (B p ) eine kompakte Umgebung von p in M. Wir wollen die 
Lange von Kurven c : J — *■ B vergleichen mit der Euklidischcn Lange der Bildkurven u o c 
im R m . Wir schreiben <f> := u^ 1 . 



X 



IR 
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Die Abbildung 

B p x S™- 1 -» K, (jc, v) i > ^9<Kx)(d x <j>(v),d x <l>(v)) 

ist positiv und stetig auf einem Kompaktum und nimmt deshalb ihr Minimum 5 > und 
Maximum A an. Fur jedes (x, v) e B p x R m folgt 

5\\v\\eukl < \\d x <j)(v)\\ g < A||t>|| eufe {. 

Daraus folgt 

$L euk i(uoc) < L(c) < AL eukl (uoc) fur jedes c in 4>(B p ). (19) 

Sei nun q =/= p. Zu p wahlen wir u : U — > R m und p > wie oben. Weil M hausdorffsch 
ist, konncn wir annchmcn dafi q^U. Die Menge <fi(B p ) ist kompakt, also M\(j)(B p ) offen. 
Weil (f> cin Diffeomorphisums ist. ist <t>({x \ \\x\\ < p}) offen. Also teilt (p({x \\x\\ = p} die 
Mannigfaltigkeit in zwei disjunkte offenc Mengen, die jewcils cincn dcr Punkte p und q 
enthalten. Jede Kurve von p nach q trifft also 4>({x \ \\x\\ = p] und die Kurvcnlange bis zum 
ersten Treffen ist > pS. Daher ist d(p,q) > p5 und (18) bewiesen. 3 

Es bleibt zu zcigcn, daB die Topologien iibcreinstimmcn, d.h. die Glcichhcit 

M-offen = d-offen. 

Ist q e M mit d(p,q) < pS, so liefert das vorstehende Argument q e U. Also cnthalt 
jede Kartenumgebung U von p eine offene c?-Kugel um p, und daher sind die M— offcncn 
Tcilmcngen d— offen. 

Fiir die Umkchrung bleiben wir bei den vorstehenden Bezeichnungen. Sei 

U e (p) := {q\d(p,q) < e} 

cine offene Kugel vom Radius e um p. Ggf. nach Verklcincrung von p konnen wir annchmcn, 
dafi pA<e. Jedes q in der M-offcncn Menge V :— <j)({x \ \\x\\ < p}) lafit sich mit p durch 
eine Kurve der Lange < pA verbinden, d.h. V C U p \{p) C U t (p). Offene d-Kugcln sind 
daher M— offen. 

Damit stimmen beide Topologien iiberein. 

□ 

Beispiel 30. Im Euklidischcn Raum crzcugt die kanonischc Ricmannsche Metrik gerade die 
iiblichc Euklidischc Metrik. (Beweis?) 

□ 

Beispiel 31. Im ersten Abschnitt haben wir gesehen, dafi 

• auf der Sphare S m 

d(p,q) = cos" 1 (p,q), 

• auf dem hyperbolischen Raum H m 

d(p,q) = cosh^i- (p,q)). 

□ 



3 Um diese Argumentation zu genicfien, betrachten Sie noch einmal das Beispiel 28 mit dcr offcnsichtlichen 
Ricmannschcn Metrik. Dort konnen Sie von p nach auf beliebig kurzem Wcg kommcn, ohnc den Rand 
einer p-Umgebung von zu uberqueren. 
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4 Geodatische 



Definition 32 (Beschleunigung). Sci (M, g) cine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Lcvi- 
Civita-Ableitung V und c : E D J — » M eine Kurve in M, definiert auf einem Intervall 
Jcl. Dann ist c e T(c*TM) das Geschwindigkeitsfeld dieser Kurve. Bezeichnen wir mit 
D = das kanonische Vektorfeld auf E, so ist also V_dc e T(c*TM) wicdcr cin Vektorfeld 
langs c, das Beschleunigungsfeld von c. 

Lemma 33 (Beschleunigung unter Umparametrisierung). Gegeben seien die Daten 
aus der Definition und eine C°° Abbildung <ft : I — > J zwischen Intervallen. Dann gilt 

V d (co0)-=0(co0) + 2 (V,dc)o0. (20) 

Beachten Sie: Das ist die offensichtliche Vcrallgcmcincrung dcr Idcntitat 

{f°9)" = {f'°9)9" + V"°9W) 2 - 

Beweis. Nach (15) gilt 

Vzj(co^)-= V D (<j>(co(j>)) = 0(co0)+0Vd(co0) = $(co(P)+<pV d ^ D jC=0(co<p)+0 2 (V D c)ocf> 

□ 

Definition 34. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Levi-Civita-Ableitung V. 

(i) Eine Geodatische ist eine Kurve c : E D J — > M mit Beschleunigung 0: 

Vi5C= 0. 

(ii) Eine Prageodatische ist eine Kurve c : E D J M mit 

V_dc = Ac 

fiir eine Funktion A : J — > E. 

Bemerkungen. 1. Aus der Ricci-Identitat folgt fiir Geodatische c 

D-0(c,c) = 20(V D c,c)=O. 
Geodatische sind also mit konstanter Geschwindigkcit paramerisiert. 

2. Parametrisiert man eine Prageodatische c nach der Bogenlange um 4 , so ist also 

D-g((co(f>y,(co<t>)')=0 
und daher nach der Ricci-Identitat 

3 (v D (co0); (co </»)•) = o. 

Andrerseits ist V_d(co 0)' nach (20) proportional zu (co^)' und daher = 0. Prageodatische 
werden also bci gccignctcr Umparametrisierung zu Geodatischcn. 

3. Isometrien erhalten die Levi-Civita-Ableitung, vgl. Beispiel 26. Es gilt daher 

d c f{V D c)=V D df{c) = V D {fo C y, (21) 
Dcshalb ist mit c auch foe eine Geodatische. 

Verschiedene Beispiele von Geodatischen und Prageodatischen sind Ihnen bereits bekannt. 

4 Das ist moglich, wenn c regular, also eine Immersion ist. 
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Beispiel 35 (Grofikreise). Paramctrisicrt man die Schnittkurve von S m oder vom Lorentz- 
H m mit cincr Ebcne durch £ R m+1 so liegt die (Euklidische) zwcitc Ablcitung in dieser 
Ebene. 



Weil letztere aber den Normalenvektor 
von S m bzw. H m cnthait, ist die Tan- 
go ntialprojektion der zweiten Ableitung 
linear abhiingig von der ersten Ablei- 
tung: die Kurven sind Prageodatischc, 
vgl. Satz 25. 



□ 



Beispiel 36 (Poincaremodell). Wir haben in Beispiel 22 fur die Kurvc 

c : [0,1] -> H m ,t ^ tv mit ||v|| = 1 
die Levi-Civita-Ableitung des H m ausgerechnet: 

„ - 2t 

Sie ist also eine Prageodatischc 

Die Kurve c(t) = c(tp(t)) hat die Geschwindigkeit 

9(c,c) = - ±— (Tp( t )v,4>(t)v) "' ;/; " 



(l-\c(t)\*)*^ K ' .rw / ( 1_ W) 2 

Daher ist 

c(i) = ^tanh ^ v 

eine nach der Bogcnlange parametrisierte Kurve, denn (tanh)' = 1 — tanh 2 



□ 



Beispiel 37 (Fixkurven von Isometrien). Seien c : M. D J ^ M eine mit konstanter 
Geschwindigkeit parametrisierte Kurve und / : M — » A'/ cine Isometrie, die c fest laBt: 
/ o c = c. Weiter gelte 

ker(Id-d c(t) /)=Rc 

fur allc t. Dann ist c cine Geodatischc. Insbesondere gilt das fur Meridiankurven von Rota- 
tionsflachen. Das gibt einen neuen Beweis fur die Aussage von Beispiel 35. 

Beweis. Aus (21) folgt wegen / o c = c, daB d c f(V £>c) = Vpc. Also ist 

W D c£Rc. 

Andrerseits folgt aus g(c, c) = const, durch Diffcrenzieren 

= Dg(c, c) = 2.g(V D c, c), 

und deshalb ist \7 D c = 0. 

□ 
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Beispiel 38 (Biinvariante Metriken auf Liegruppen). Fur eine biinvariante Metrik g 
auf ciner Liegruppe G, war die Levi-Civita-Ablcitung 

V X Y= 1 -[X,Y], I,Feg. 

Vgl. Beispiel 20. 

1st X e q ein linksinvariantes Vektorfeld, so folgt fur seine Integralkurve c(t) = exp(tX) 

V D c={V x X)oc= l -[X,X]oc={). 

Die Intcgralkurvcn von linksinvarianten Vektorfeldern sind also Geodatische der biinvarian- 
ten Metrik. 

Die spczicllc orthogonalc Gruppc SO(3) gestattet biinvariante Metriken. Ein solchc ist zum 
Beispiel gegeben durch 

(X, Y) := Spur(XF*) fur X, Y e so (3). 

Die Integralkurve von 

/0 -1 0\ 

x=\i o o e «o(3) 

\0 0/ 
ist gegeben durch die Drehung um die z-Achsc: 

(cos t — sin t 
sin t cos t 
1 

Das ist also eine Geodatische in SO (3). 

□ 

Geodatischengleichung in lokalen Koordinaten. Sei (u, U) cine Karte fur M. Dann 
ist V gegeben durch die Christoffclsymbole 

v^— = > 17,— . 

a-, dllj ^ 3 du k 
J k 

Bcschrcibt man die Kurvc c in U durch die Komponcntcnfunktioncn in der Karte, d.h. setzt 
man a :— Ui o c, so lautet die Bcdingung dafur, dafi c cine Geodatische ist 



i,3 



Vcrglcichen Sie dazu die Rcchnung im Beweis von Lemma 33. 

Das ist eine (nichtlincare) gewohnliche Differentialglcichung 2. Ordnung. Als gibt es zu 
gegebenen Anfangswerten c(a),c(a) lokal genau eine Geodatische c :]a — e, a + e[ — > M. 
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Satz 39 (Exponentialabbildung). Sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann 
gibt es genau eine C°° -Abbildung exp : W — ► M einer offenen Teilmenge W C TM mit 
folgender Eigenschaften: 

Fur alle p G M, v € T p M ist J v := {t \ tv S W} ein offenes Intervall um 0, 
und 

c v : J v — > M, 1 1— > exp to 
zsi die eindeutig bestimmte maximale Geodatische mit c v (0) = v. 

W p := W C\ T p M ist eine offene sternformige Umgebung von G Tm und es gilt 

do (exp | TpM ) = Id TpM . 

Insbesondere bildet exp ewe Umgebung von in T p M diffeomorph auf eine Umgebung von 
p in M ab. (Geodatische Koordinaten). 

Die Abbildung exp heifit die Exponentialabbildung von (M,g). 



Beweis. 



Wir formulieren die Geodatischen- 
gleichung um als Differentialglcichung 
1. Ordnung auf TM und wenden dann 
den Satz iiber den maximalen Flufi ci- 
nes Vektorfeldes an. 



0. Vorbcmerkung. Wir notieren eine Geodatische mit Anfangsvektor v als c v . Dann gilt 



• Ist c eine Geodatische, so ist auch j(t) = c(to + t) wieder eine Geodatische und 7(0) = 
c(to). Also gilt 

Pe(«o)(*)=Pc(o)(*o+*). ( 22 ) 

• Ist c eine Geodatische, so ist auch S(t) = c v {rt) wieder eine Geodatische und es gilt 
6(0) = tc(0). Also gilt 

Cc(o)(Tt) = c Tm (t) (23) 
und insbesondere (mit t = 1 und t statt r) 

c m (t) = c tm (l). (24) 

1. Der geodatische Spray Sei it : TM —> M das Tangcntialbiindel von M. Jede Karte u(U) 
induziert eine Karte (u, U = u _1 (C/)) fiir TM wie folgt: 

u(v) := (u^n^)), . . . ,u m (ir(v)),dui(v), . . .,du m (v)). (25) 

Zu v £ TM sei c v : J — > M eine Geodatische mit 6^(0) = v. Dann hat man c v : J — > TM 
und wir setzen 

X v := c v (0) € T V TM. (26) 

Da c v bis auf den Definitionsbereich eindeutig ist, ist X ein wohldefiniertes Vektorfeld auf 
TM, der sogenannte geodatische Spray von (M,g). Wir wollen zeigen, dafi es differenzierbar 
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ist. Dazu rcicht der Nachweis, daB Xu fur die in (1) dcfinierten Kartcn diffcrcnzicrbar ist. 
Dann sind die Kocffizicntcn von X in der Karte u differenzierbar. Fiir 1 < k < m ist 

X v il k = c„(0) u k = ^("fe o c„)(0) = ^(ufe(7r(c„)))(0) = ^("fe ° c„)(0) 
= du fe (c„(0)) = du k {v) = u m+k (v). 

Ebcnso 

^Vfc = ^(" m + fe ° <^)(°) = ^(du^Cy)) = c vk 

= -^ r ij(^(°))c«(0)c^(0) = - (2(1* o 7r)u m+i M ro+j ) («). 

2. Intcgralkurvcn von X und Geodatische. Ist c eine Geodatische, so ist Cc(t )(i) = c(i + t )- 
Also ist 

^c(to) = ^c(t + t )(0)= ^c(to). 
Also ist c eine Integralkurve von X. 

Sei umgekehrt c eine Integralkurve von X. Sei c eine Geodatische mit c(to) = c(to)- Dann ist 
auch c eine Integralkurve von X, also stimmen c und c auf cincr Umgebung von to iibcrcin. 
Es folgt, da8 ttoc— ttoc— c eine Geodatische ist. 

3. Die Exponcntialabbildung. Sei <l : R x TM D W ^ TM der maximale FluB von X. Wir 
sctzcn 

W := {v\(l,v) e 
exp : W — > M, u i— » 7r o $(1, u). 

Offcnbar sind W mit VF offen und exp differenzierbar. Weiter gilt 

exp(to) = TT O I>(1, tv) = Ct„(l) = C„(t) = 7T O $(*,«). 

Dcshalb ist J„ — > M, i i— > exp(tw) die maximale Geodatische mit c — v. 
Offcnbar ist W p offen und sternformig beziiglich in T p M. SchlieBlich ist 

doexp(i;) = D exp(tv)\o = Dc v (0) = v. 

Beispiel 40. Fiir Liegruppcn mit biinvarianter Metrik haben wir schon gesehen, daB die 
Integralkurven linksinvarianter Vektorfelder Geodatische sind. Sie sind auf ganz M. dcfinicrt 
und werden in der Licgruppcnthcoric cbcnfalls mit 

1 1-> exp tX, leg 

bezeichnet. In diesem Fall ist also W = TM. 

□ 
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5 Geodatische und Kiirzeste 



Im Euklidischen Raum sind Strecken durch zwei wichtige Eigenschaften ausgezeichnet: Sie 
sind gerade, d.h. sie haben kcine Kriimmung, und sie sind kiirzeste Verbindungen ihrer End- 
punkte. Die Geradheit bedeutet bei Parametrisierung mit konstanter Geschwindigkeit gera- 
de die Beschleunigungsfreiheit, Strecken sind Geodatische. Wir wollen nun klaxen, wieweit 
Geodatische in Riemannschcn Manigfaltigkeiten auch die Kurzesteneigenschaft haben. 

Definition 41. Seien (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und c : [a,b] — > M eine 
Kurve. 

(i) Sei J CM. ein offenes Intervall um 0. 

V : [a, b] x J -> M, (t, r) ^ V(t, r) = c T (t) 
hciBt cine Variation von c, wenn c = cq. Gilt iiberdies 

c T (a) = c(a), c T (6) = c(6) fiir alle r, 
so heiBt V eine Variation mit festen Endpunkten. 

(ii) Sei V eine Variation von c. Seien J^, die beiden konstanten Einheitsvektorfelder in 
Richtung der kanonischen Basis auf R 2 . 



Wir definieren Vektorfelder langs V 
durch 



X 



X (t . T) := d (tlT) V(~) = ~V (ttT) = c T (t) c / 

y hciBt das Variationsvektorfeld von V. 



Satz 42 (Erste Variation der Bogenlange). Sei V eine Variation der nicht-konstanten 
Geodatischen c : [a, b] — > M , und sei 

L(t) := L(c T ) = / Jg CT (t)(c T (t),Cr(t))dt. 

J a 

Dann gilt fiir X und Y wie oben 

Dabei ist \\Xu t ff\\\ gerade die (konstante) Geschwindigkeit der Geodatischen, also 

^L(0)=g(Y,X)\[ b a %, 
falls c nach der Bogenlange parametrisiert ist. 

Insbesondere ist fiir Variationen mit festen Endpunkten wegen Y( a ,0) — 0> ^(6,0) — 

|-L(0) = 0. 

OT 
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: L ( T ) = -^f a \jg CT (i){cT{t),c T {t))dt 



d_ _ , ■'■ 
dr 

■ i d 



Beweis. 



Aber nach Satz 24 hat man 
Es folgt 

d_ l 



dr w y a ||x (tjT) ir v W 

und wcgcn der Konstanz von ||X( t . )| =: A 



d 1 ^ 



rfT -L(0) = - / 5 (Vay,X) (t;0 )di 



i (| 5 (y, x) (ti0) - <?(y, v a x) (ti0) )dt 
f (^ 5 (y,x) (ti0) - 5 (y (ti0) ,(v D c) t ))di 



A. /a 5* 



A ... 

- ofy -ii^ ) 
-9\x, || X || ;i(„, )- 

□ 

Im folgenden Satz betrachten wir die Einschrankung der Exponentialabbildung auf cinen 
Tangentialraum T p M, genauer auf die offcne Teilmenge W p — W n T p M davon. Dann ist 
fur x e W p 

T p M = T x {T p M) C T X (TM), 
und in diesem Sinne d x exp : T p M — » T exp ( x )M. 



Satz 43 (GauG-Lemma). Die Exponentialabbildung der Riemannschen Mannigfaltigkeit 
(M,g) ist in jedem Punkt radialisometrisch: Ist W p der Definitionsbereich von exp \t p m, so 
gilt fur alle x <G W p und v, w <G T p M mit u € Rx : 

g cxpx (d x exp(v),d x exp(w)) = g p (v,w). 

Fur hinreichend kleines S > werden also die Spharen {x e T p M | <7 P (#, x) — S 2 } durch 
exp diffeomorph auf Untermannigfaltigkeiten von M abgebildet, die die von p ausgehenden 
Geodatischen senkrecht schneiden. 
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Beweis. Trivial fur x = 0, wcil d exp \t p m = Id- 

Sei also x 7^ und o.E. i> = x. Wir betrachten die Variation 

V(t, t) := cxp(i(xcosr + wsinr)) 



von t 1 ► cxpix. Dafiir ist 

Es gilt 
und dcshalb 



^(t,o) = d tx exp(x) 
Y(t,o) = d tx exp(tw). 

L(t) = ||a;cosr + wsinr| 
dL fn \ 2 9(x,w) x 



Einsetzen dieser GroBen in die Variationsformel liefert wegen V(o,o) = 

/ \ 1 j 1 \ d x exp(x) . 

9(w, p||) = g cxpx (d x exp(w), — pj — ) 

und damit die Bchauptung. □ 



Satz 44 (Geodatische sind lokal Kiirzeste I). Sei (M,g) eine zusammenhangende 
Riemannsche Mannigfaltigkeit. Seien p <G M und e > 0. Die Menge 

W e := {x e T p M\ \\x\\ <e} 

werde durch exp diffeomorph in M abgebildet. Dann ist fiir alle x € W e 

d(p, exp 2) = ||x|| 

und 

exp(W e ) = {q e M; d(p, q) < e}. 

Die Kurve c : [0,1] M,i n exp(tx) ist die (bis auf monotone Umparametrisierung) 
eindeutig bestimmte kiirzeste Kurve von p nach expx. 



Beweis. Wir wissen bereits, daB c : [0, 1] — * M cine Kurve der Lange ||x|| von p nach exp a; 
ist. Wir zeigen: Ist 7 : [a, b] — > M eine Kurve von p nach expx, so ist 

m>\\x\\. 

Wir nchmcn zunachst an, da8 7 = exp 7 fur cine Kurve 7 in W e . Wir konncn wcitcr annch- 
mcn, da8 7(4) 7^ fiir t > a. Wir bezeichncn mit R : y ^ A das radiale Einheitsvektorfeld 
auf VF e \{0} und mit R das dazu unter dem Diffeomorphismus exp korrespondicrende Fcld 
auf exp(VF e \{0}). Beachte, daB R nach dem GauB-Lemma cin Einheitsfcld ist. Dann gilt 



L {l) = I \]9i{i,i)dt > I .g 7 (7,i? 7 )dt 

J a J a 



Ja \n\\ 

f a J t \\l\\dt=\\l(b)\\ = \M- 
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Glcichhcit crhalt man nur, wcnn 7 stcts cin positives Vielfaches von R o 7 ist, d.h. wenn 
7 = c bis auf monotone Umparametrisierung. 

VcrlaBt die Kurve 7 die Menge exp(Vt / £ ), so „verla8t ihr (exp l^/j-Urbild" die Kugel W e , und 
nach der vorstehenden Rechnung ist ihre Lange > e. 

Damit ist der Satz vollstandig bewiesen. □ 

Beispiel 45. Mit dem GauBlemma crhalt man einen neuen Bcweis fiir die Kiirzesten- 
Eigcnschaft der „Gro8kreisb6gen" aus Beispiel 17. 

□ 

Lemma 46. Seien (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und p e M. Dann gibt es 
e > und eine Umgebung U von p in M, so daft fiir alle q G U die Menge 

W e (q) := {v e T q M\ \\v\\ < e} 

durch exp diffeomorph in M abgebildet wird. 

Beweis. Wir schreiben in diesem Beweis q fiir den Nullvcktor in T q M und bezeichnen mit 
exp : TM D W — > M die Exponentialabbildung von (M,g). Dcfiniere 

E : TM D W M x M,v^ E(v) = (n(v),expv). 

Dann gilt fiir alle q e M 

E(O q ) = (q,q), (27) 
do q E = (do q n, do q exp) ist ein Isomorphismus. (28) 

Zum Beweis von (28) betrachte fiir v € T q M die Kurven a : t cxp ( to ) und b : t tv in 
TM. Dann gilt 

E(a(t)) = (exp(to),exp(to)) d o E(a(0)) = (v, v) 

E(b(t)) = (q, C xp(tv)) =► do^(6(0)) = (0,t;). 

Daher ist E in alien Punkten q ein lokaler Diffcomorphismus, und es gibt eine offene Um- 
gebung W von P , die durch E diffeomorph abgebildet wird. Dazu gibt es eine Umgebung 
U in M und cin e > 0, so daB 

{v e TM I tt{v) e U A \\v\\ < e} C W. 

Dann ist E\ We ^ fiir alle q cin Diffcomorphismus auf 

E(W £ (q)) = {q} X cxp(^ e ( (7 )) 

Also ist auch exp \ w e (q) em Diffeomorphismus. □ 

Satz 47 (Geodatische sind lokal Kiirzeste II). Sei c : [a,b] — > M eine Geoddtische in 
der zusammenhangenden Riemannschen Mannigfaltigkeit (M,g). Dann gibt es eine Zerle- 
gung a = t < t\ < . . . < t n = b, so daft c|[ t ._ lit .] fiir jedes i die (bis auf Parametrisierung 
eindeutig bestimmte) Kiirzeste zwischen den Endpunkten ist. 



Beweis. Wahle zu t eine Umgebung U von p = c(t) und ein t t wie im Lemma. Wegen 
der Kompakthcit von [a, b] gibt es dann ein e > 0, so daB W € (c(t)) fiir alle t diffeomorph 
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abgebildet wird. Wahle die Zcrlegung von [a, b] so fein, daB d(c(ij_i), c(ij)) < e fiir alle 
i. Dann ist c(tj) G cxp(W / e (c(t i _i))) und deshalb c|[ ti _ 1)ti ] die bis auf Parametrisierung 
cindeutig bestimmte Kiirzeste zwischen c(ij_i) und c(t,). □ 

Wir kommen jetzt zur umgekchrten Frage: Sind Kiirzeste in einer Riemannschcn Mannig- 
faltigkeit auch Geodatische? 



Satz 48 (Kiirzeste sind Prageodatische). Seien (M,g) eine zusammenhangende Rie- 
mannsche Mannigfaltigkeit und p,q G M. Sei 7 : [a, b] — > M eine stiickweise-C 00 -Kurve 
von p nach q mit d(p,q) = L(-f). Dann gibt es eine nach der Bogenlange parametrisierte 
Geodatische c : [0,L(-f)] — > M und eine stiickweise-C 00 -Funktion <f> : [a,b] — > [0, £(7)] mit 

7 = C O (f). 



Beweis. Weil 7([a, 6]) kompakt ist, gibt es nach dem Lemma 46 ein e > 0, so daB jedes 
W e (j(t)) durch exp diffeomorph abgebildet wird. Wahle cine Zerlegung 

a = t < . . . < t k = b, 

so daB 7|[t ( _ 1 ,t 4 ] differenzierbar und 

d(7(t i _i),7(t j+ i))<e. (29) 

Weil 7 Kiirzeste ist, gilt nach der Drciccksunglcichung fiir s < t 

£(7l[.,t]) = d(7(*),7(t))- (30) 
Aus (29), (30) folgt nach dem Satz 44 

7([i<_i,t j+ i]) Cexp(W e (7(tj_i))) 
und 7|[t i _ 1) t i+1 ] ist eine monoton umparametrisierte Geodatische: 

7l[ti_i,t i+ i] = Cj-l o 

</>i_i : — > K stiickweise C°° . 

Insbesondere hat 7 an der Stelle ij keinen echten Knick! Wir nchmcn o.E. an, daB Cj_i nach 
der Bogenlange paramctrisicrt ist: ||cj-i|| = 1. Dann hat das Dcfinitionsintcrvall von Cj_i 
die Lange i(7|[t i _ 1 ,t i+1 ]) = L(l\[t ,u+i]) ~ L (l\[t .M-i})- Wir k5nncn deshalb annchmen, daB 

Ci-i : [i(7l[to,t l -i]) J i (7l[t ,t l+ i])] M - 

Auf [£<(7|[to,ii])>-k(7l[to,ti+i])] sm( i dann sowohl Cj_i als auch Cj definierte, nach der Bo- 
genlange parametrisierte kiirzeste Geodatische von 7(^) nach 7(^+1). Also stimmen sie auf 
dicscm Inter vail iibcrcin, und die Ci setzen sich zu einer nach der Bogenlange paramctrisicr- 
ten Geodatischen c : [0, L(j)] — > M zusammen. Offcnbar setzen sich auch die 4>i zu einer 
stetigen, stiickweise differenzierbaren Abbildung (f> : [a, b] — > [0, £(7)] zusammen. □ 
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6 Geodatische Konvexitat 



Die folgcndcn Dcfinitionen benotigen wir momentan nur im Beweis von Satz 51. Sie sind 
aber audi sonst von Interesse. 

Definition 49. Seien (M, g) cine Ricmannschc Mannigfaltigkeit und <p eine differenzierbare 
Funktion auf M. 

(i) Der Gradient von <f) ist das Vektorfeld definiert durch 

g(grad p <j), v) := d p <p(v) = v ■ <j> 

fiir alle p e M,v eT p M. 

(ii) Die Hessesche von <j> ist das Bilincarformcnfcld definiert durch 

hess0(v, w) :— 5f(V„grad<^, w) 

fiir alle p e M,v,w € T p M. In kritischen Punkten von <fi hangt also die 2. Ableitung 
nicht von der kovariantcn Ableitung ab. 

Lemma 50. Es gilt 

(i) hess <f>(v, w) = hess 4>(w, v). 

(ii) Ist grad p (j) — 0, so gilt fiir ein beliebiges Vektorfeld W mit W p = w: 

hess <f>(v, w) — v ■ (W ■ <f)). 

Beweis. Seien V, W Vektorfclder mit V p — v, W p = w. Dann ist 

g(V v grad <f>, W) = V ■ ,g(grad (f>, W) - 5 (grad 0, Vy W) 

= v-{w-4>)- (y v w) ■ (j) 

1st = grad p <ft, so folgt daraus (ii). Im allgcmcincn konnen wir wegen der Torsionsfreiheit 
weiter schlicficn 

g{V v grad <f>,W) = V • (W ■ <j>) - (X7 W V + [V, W\) ■ <j> 

= v ■ (w ■ <t>) — (v w v) ■ 4> — v ■ (w • 4>) + w • (v • </>) 
= w ■ (v ■ <p) - (y w v) ■ <f> 

= .9(Vwgrad0, V). 

Daraus folgt die Symmetrie der Hesseschcn. □ 



Satz 51 (Geodatisch-konvexe Umgebungen). Sei (M,g) eine zusammenhangende Rie- 
mannsche Mannigfaltigkeit. Dann gibt es zu jedem Punkt p G M ein So > 0, so dafi fiir alle 
S e]0, Sq[ die offene d-Kugel Us(p) vom Radius 6 um p geodatisch konvex ist: je zwei Punkte 
x, y e Us(p) lassen sich durch genau eine nach der Bogenlange parametrisierte Kilrzeste von 
x nach y verbinden, und diese liegt in U${p). 



Beweis. A. Sei eo > so gewahlt, daB exp |tj^ — ein Diffcomorphismus ist. Dann gibt es 
nach dem Lemma 46 zu der kompakten Menge C := exp(W eo (p)) ein e > 0, so daB exp \w € (q) 
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fur jedes q € C ein Diffeomorphismus ist. Wir wahlcn cin solches e mit e < e , und setzen 
5 = e/2. Sei < S < 5 . Dann gilt fur q,r e exp(W s (p)), da8 q e C und d(q,r) < 25 < e. 
Dahcr gibt es eine bis auf Parametrisierung eindeutig bestimmte Kiirzeste c : [a, b] — > M von 
q nach r. Es gilt nach der Dreiecksunglcichung c([a, 6]) C exp(W £ (p)), aber im allgcmcincn 
nicht c([a, 6]) C exp(W,5(p)). 

B. Fiir eine Geodatische c und eine C°°-Funktion (f> auf M gilt mit D = ^ 

D 2 ((f> o c) = L>3(grad c <?!>, c) = ,g(V D grad c 0, c) + g(grad c ^,Vdc) = hess </>(c, c). 

=o 

Wir betrachten auf exp(W e (p)) die Funktion := d(p, .) 2 = |j(exp |w t ( p )) _1 (-)l| 2 - F ur die 
Geodatische c„ : 1 1— > exp(to) mit w e T p M gilt 

£ 2 (0oc„) = J D 2 ||to|| 2 = 2|H| 2 . 

Die letztere Formel zeigt, da8 hess<p in p positiv-definit ist. Wahlt man e klcin genug, so 
ist hess 9 <j> positiv-definit fiir alle q <G exp(W e (p)), d.h. o c ist fiir alle Geodatischcn in 
exp(W e (p)) eine konvexe Funktion und es gilt d(p, c) < S. □ 
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7 Der Satz von Hopf-Rinow 



Definition 52. Die Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) heiBt (geodatisch) vollstandig, 
wenn es einen Punkt p € M gibt, so daB exp auf ganz T p M definiert ist, d.h. so daB jede 
Geodatische durch p sich auf ganz R fortsetzen laBt. 

Lemma 53. Sei (M, g) geodatisch vollstandig beziiglich p und zusammenhangend. Dann gibt 
es zu jedem q G M eine Geodatische c von p nach q mit 

L(c) = d(p,q). 

Beweis. Wir setzen r := d(p,q) und wahlen e > so, daB exp den kompakten Ball W e (p) 
diffcomorph auf eine Menge B(p) c M abbildet. Sei 

S(p)=eM{weT p M\\\w\\ = e}) 
deren Rand. Wir nehmen an, daB q ^ B(p), denn sonst sind wir ohnchin fcrtig. 
Die stetige Funktion d(.,q)\s( p ) nimmt ihr Minimum an in eincm Punkt 

x = exp(eu), v e T p M, \\v\\ = 1. 
Nach Voraussetzung ist die Geodatische 

c(t) :— exp(tv) 

fur alle ieM definiert. 
Es geniigt zu zeigen: 

c(r) = q, (31) 

denn dann ist c|[o, r ] eine Geodatische der Lange r von p nach q und die Behauptung ist 
bewiesen. 

Zum Beweis von (31) bcachtcn wir, daB fur alle t nach der Drciccksunglcichung 

d{c{t),q) > d(p, q) - d(p, c(t)) > r - t (32) 
gilt. Wir betrachten die Menge der t, die Gleichheit liefern: 

A~ {te[0,r]\d{c(t),q)=r-t}. 

Es geniigt zu zeigen: 

sup A = r. (33) 

Weil A offenbar abgeschlossen ist, ist dann rei, also d(c(r),q) = r — r = und (31) ist 
erfullt. 

Zunachst ist 4^0, weil e A, und daher ist sup A <G [0,r]. 

Zwischcnbetrachtung. Weil wir das Argument spater brauchen, zeigen wir, daB auch e E A. 
Andcrnfalls ware namlich 

d(x, q) = d(c(e),q) > r - e = d(p, q) - e. 

Das bedeutet d(p, q) < e + d(x, q), und es gibt einen Weg der Lange < e + d(x, q) von p nach 
q. Dieser trifft S(p) in einem Punkt y € S(p) mit 

d(p, y) + d(y, q) = e + d(y, q) < e + rf(x, q) . 



2<S 



Dann ware d{y,q) < d{x,q) im Widerspruch zur Wahl von x. Wir halten fest: 

d(x,q) = d{c{e),q) = r - e. 



(34) 



Es geniigt zu zeigcn: 1st t € A n [0, r[, so gibt es eo > mit 

t + e e A. (35) 
Daraus folgt dann (33) , und wir sind fertig. 

Zum Beweis dcr lctztcn Bchauptung setzen wir p := c{t ) und wahlcn cin e < r — t , so 
daB exp auf W to {p ) cin Diffeomorphismus ist. Wir definieren S(p ), und x € S(po) analog 
zu S(p) und x. Weil to e A ist, ist d(po,q) = r — to- Das Argument der Zwischenbetrachtung 
liefert deshalb 

d{x ,q) = r - t - e (36) 

und 

d{p, xo) > dip, q) - dixo, q) = t + e - 

Der geodatische Weg c von p nach p gefolgt von der minimalcn Geodatischcn von p nach 
xo hat die Lange to + £o un d ist deshalb eine Kiirzeste, also eine (Pra-)Geodatische ohne 
Knick, d.h. x a = c(t + e ). Aus (36) folgt (35). 

□ 



Satz 54. (Hopf-Rinow 1931). Sei {M,g) eine zusammenhangende Riemannsche Man- 
nigfaltigkeit mit innerer Metrik d. Dann sind folgende Aussagen aquivalent: 

(i) {M,g) ist geoddtisch vollstiindig. 

(ii) Jede abgeschlossene und beschrankte Teilmenge von (M, <i) ist kompakt. 
(Hi) (M, d) ist vollstiindig. 

Zusatz: In diesem Fall lassen sich je zwei Punkte p,q € M durch eine Geodatische c mit 

Lie) = dip, q) 

verbinden und jede Geodatische lafit sich auf ganz R fortsetzen. 



Beweis. ii) (ii). Sei exp auf ganz T p M definiert. Sei A C M abgcschlosscn und be- 

schrankt. Weil A beschrankt ist, gibt es nach dem Lemma cin r > 0, so daB A C cxp(T4^(p)). 
Die lctztcre Menge ist als stetiges Bild einer kompaktcn Mcngc kompakt. Als abgeschlossene 
Teilmenge cincr kompaktcn Mcngc ist dann auch A kompakt. 

{ii) ==>■ {Hi). (Dicsc Implikation gilt in bcliebigen metrischen Raumcn.) Sci (p„) cine d- 

Cauchyfolge in M. Dann ist A := {p n } eine abgeschlossene und beschrankte Menge. Also 
besitzt {p n ) nach Bolzano- WeierstraB eine gegen p g A konvergente Teilfolge. Weil {p n ) 
Cauchyfolge ist, konvergiert die Folgc sclbst gegen A. 

{Hi) («). Sci c : [0, i>[— > M cine nach rechts maximal fortgesetzte, nach der Bogenlange 

parametrisicrte Geodatische. Es geniigt zu zeigcn, daB dann b — oo. Dann lafit sich jede 
Geodatische auf ganz R fortsetzen und (M, g) ist insbesondere geodatisch vollstandig. 

Annahme: b < oo. Sei {t n ) eine von unten gegen b konvergente Folge. Wegen 

d{c{s),c{t)) < \t- s\ (37) 
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ist (c(i„)) cine Cauchyfolgc, also konvergcnt gcgcn cincn Punkt q G M. Die Menge {c(t n )}U 
{q} ist kompakt. Nach dem Lemma 46 gibt cs e > 0, so daB exp\w t ( c (t„.)) fhr ane n em 
Diffcomorphismus ist. Wahle n mit b—t n < e. Dann ist cLm eine Geodatische in W e (c(t n )) 
der Lange < e, laBt sich also iibcr b hinaus vcrlangcrn. Widerspruch zur Annahme! □ 

Es ist einleuchtcnd, da8 der Satz von Hopf-Rinow iibcrall in dcr globalcn Differcntialgco- 
mctric cine Rollc spiclt, wcil cs dort eben um vollstandige Mannigfaltigkcitcn geht. Ein 
wichtiger Begriff in dem Zusammenhang ist der Uberlagerungsbegriff, auf den wir jetzt kurz 
cingchen. 

Definition 55. Eine surjektive differenzierbare Abbildung tt : N — > M hciBt eine Uberlage- 
rung, wenn gilt: 

Zu jedem p £ M gibt es eine offene Umgcbung U von p, so daB 7r _1 (f7) die disjunk- 
te Vereinigung offener Mengen U, C JV ist, deren jede durch tt diffeomorph auf U 
abgebildet wird. 

Bemerkung: Die Funktion p #7r _1 ({p}) ist lokal konstant auf M und heiBt die Blatter- 
zahl von tt. 

Beispiel 56. 

• R — » S 1 , x i ► cxp(zx) 

• S m -» RP m . 

• Die 3-Sphare 5* 3 kann man als Menge der Quatcrnionen vom Bctrage 1 betrachten: 
Sie bildet dann cine 3-dimensionalc Liegruppe. Fur q e S 3 bildet die Konjugati- 
on EI — > H, x qxq^ 1 den zu M 3 isomorphen Raum der imaginaren Quaternionen 
Spannji, j, k} in sich ab und induzicrt so eine orthogonalc Abbildung A q E 50(3). Die 
Abbildung S 3 — > SO(3), q A q ist eine 2-blattrige Uberlagerung. Die Uberlagerungs- 
cigenschaft beweist man leicht mit dem Satz 58. 

□ 



Satz 57 (Riemannsche Uberlagerungen) . Seien (M,g),(M,g) zusammenhangende 
Riemannsche Mannigfaltigkeiten gleicher Dimension. (M, g) sei vollstandig und 

n:(M,g)^(M,g) 

eine isometrische Immersion, d.h. fiir alle p £ M ist dp-K : TpM — > T p M eine Isometrie. 
Dann ist tt eine Uberlagerung. 



Beweis. Als Immersion zwischen glcichdimcnsionalcn Mannigfaltigkeiten ist tt ein lokaler 
Diffcomorphismus, also eine lokale Isometric. Insbesondere bildet tt Geodatische in Geodati- 
sche ab. 

A) (M,g) ist vollstandig. Seien p e M,p := n(p) und v G T p M. Dann gibt cs v e TpM mit 
dTr(v) = v, und t 7r(cxp(iz;)) ist eine Geodatische in (M,g) mit c(0) = dTr(v) = v. Daraus 
folgt, daB auch (M, g) vollstandig ist und daB 

tt o exp M = exp M o dir. (38) 
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B) 7r ist surjektiv. Scicn p G M,p ■= 7r(p) und q G M. Wir wollen zeigen, daB q G 7r(M). 

Nach dem Satz von Hopf-Rinow gibt es v G T p M mit exp v ~ q. Sci t> G Tp-M mit d7r(w) = v. 
Dann ist nach (38) 

n(expv) = cxpv = q. 

C) 7r ist eine Uberlagerung. Sei p G M. Wahle dazu e > 0, so daB exp auf H^efp) ein 
Diffcomorphismus ist und dcfiniere 

U := cxp M (T^(p)), ^ := exp™ (W e (p)) 

fiir alle p G 7r _1 ({p}). 
Es geniigt zu zcigcn: 

Fiir alle p G 7r _1 ({p}) ist Up offen und 7r| [/p : Up — > C/ ein Diffcomorphismus. (39) 

7T- 1 ([/)=U^- (40) 

Fiir p ^ q mit ?r(p) = ir(q) = p ist UpC\Uq = 0. (41) 

Zu (39). Aus (38) folgt, daB 7roexp M , also erst recht exp M , auf W e (p) ein Diffcomorphismus 
ist. Dahcr ist Up offen und 

AUp -Up^U 

ein Diffcomorphismus. 

Zu (40). Nach (39) ist ^(U) D [j Up. Sci umgckchrt x G 7r -1 (t/) und a; := tt(z) G [/. Dann 
gibt es ein v G W e (a;) mit exp M (w) = p. Sei dn(v) = v fiir ein v G TjM. Aus (38) folgt 

7r(exp M (w)) = p. 

Also ist p := cxp M (v) G p G 7t _1 ({p})i und wegen d(x,p) < e ist 5 G t/p. Es folgt 7r _1 (i7) C 

Zu (41). Seien p\,p2 G 7r_1 ({p}) un d <Z € C^pi H C/p 2 . Dann gibt es Geodatische Cj der Lange 
< e von q nach Diese projizieren sich unter n auf Geodatische der Lange < e in U von 
7r(g) nach p. Es gibt abcr nur cine solche Geodatische. Also haben c x und c 2 denselben 
Anfangsvektor und sind deshalb gleich. Dahcr ist pi = p 2 . □ 



Satz 58 (Plattenwechsler-Satz). Sei it : M — > M ein lokaler Diffeomorphismus von 
Mannigfaltigkeiten. M sei kompakt und M zusammenhangend. Dann ist it eine Uberlage- 
rung. 



Beweis. Als lokaler Diffcomorphismus ist it offen und lokal injektiv. Also ist ir(M) offen, 
wegen Kompaktheit aber auch abgeschlossen in M. Also ist ir surjektiv. 

Sci p G M. Wegen der Kompaktheit von M und der lokalen Injektivitat von 7r ist 

7i" _1 (W) = {xi, ■ --,Xk} 

cndlich. Nach dem Umkchrsatz und der Hausdorff-Eigcnschaft gibt es paarweise disjunkte 
offen Umgebungen Vi, . . . ,Vk, die durch ir jewcils diffcomorph auf eine offenc Umgebung Vi 
von p abgebildet werden. Setze 

U:= (f> 4 )WM\U^)' 
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U ist sichcr offcn. Setze weiter 



Offcnbar sind die Ui offen, disjunkt und werden durch tt diffcomorph auf U abgebildet. Ist 
schlicfilich x G 7r _1 ([/), so liegt x nach Konstruktion nicht in M\{jVi, d.h. x G Vi fiir 
(genau) ein i. Da tt die Menge Vi diffeomorph abbildct, und tt(x) G U nach Voraussetzung, 
folgt x G Ui. Daher ist 

n-\U) = {JU i . 

□ 



Satz 59 (Hochheben von Homotopien). Seien M und M zusammenhangende Mannig- 
faltigkeiten und tt : M — > M eine Uberlagerung. Dann gilt 



(i) Ist h : [a, b] x [0, 1] -» M G C°° itnrf p G M 

7r(p) = h(a,0) =: p, 
so gibt es genau eine C°° - Abbildung 

h : [a, b] x [0, 1] -> M 

mit 



M 

h/ J.7T 

[a, 6] x [0, 1] — > M 



7r o h = h und h(a, 0) = p. 
(ii) Ist M einfach-zusammenhangend, so ist n : M — > M em Diffeomorphismus. 



Beweis. Zu (i). Selbst. 

Zu (ii). Weil 7r als Uberlagerung ein lokaler Diffeomorphismus ist, geniigt es zu zeigen, daB 
tt injektiv ist. Seien pi,p 2 G M mit 

ir (pi) = ir(p 2 ) =: p. 

Wahle einen Weg c : [a,b] — > M mit c(a) = pi, c(b) = p2- Dann ist c := 7r o c : [a, b] — > M ein 
in p geschlossener Weg. Weil M einfach-zusammenhangend ist, gibt es eine Homotopie von 
c zum konstanten Weg, d.h. cine Abbildung 

h : [a, b] x [0, 1] -» M 

mit 

/i(t,0) = c(t) fiir alle t G [a, 6], 
/i(a, t) = p = h(b, t) fiir alle r G [0, 1], 
1) = p fiir alle t G [a, 6]. 

Nach (i) gibt es ein eindeutig bestimmtes h : [a, b] x [0, 1] — ► M mit 

h(a, 0) = pi und w oh = h. 

Insbesondere ist also 

TT O 0) = /l(t, 0) = c(i) = TT o c(i) . 
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Aus der Eindeutigkeitsaussage von (i) 5 folgt h(t,0) = c(t) und insbesondere h(b, 0) = c(b) = 
P2 ■ Auf der zusammenhangenden Menge 

({a}x [0,l])U([a,6] x {1}) U ({6} x [0,1]) 

ist h = 7r o h konstant vom Wert p. Weil it lokal injektiv ist, ist auch h auf dieser Menge 
konstant und daher 

p 1 = h(a,0) = h(b,0)=p 2 . 






□ 



3 angcwendet auf h'(t,r) := h(t,0) 
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8 Parallelverschiebung 



Satz 60 (und Definition). Sei c : [a,b] — > M tint Kurvt in dtr Mannigfaltigktit M und 
V tint kovariantt Abltitung auf M . Sti Xq e T C ^M. Dann gibt ts gtnau tin Vtktorftld 
X e T(c*TM) langs c mit 

V D X = undX(a) = X . (42) 
Man ntnnt X das parallele Vektorfeld langs c mit Anfangswtrt X und dit Abbildung 

n c : T c(a) M - T c{b) M, X = X(a) ^ X(b) 

dit Paralltlvtrsthitbung langs c. Sit ist tin Isomorphisms rttlltr Vtktorraumt. 



Btwtis. 1. Schritt. Wir betrachten den Spezialfall, daB c([a, b]) C U, wo U ein Kartengebiet 
in M ist. Weitcr sei t € [a, 6] beliebig und Fo € T c (t )M. 

Dann hat man auf {/ GauBschc Basisfclder und jedes Vektorfeld X langs c ist von der 
Form 

I = ^r^-oc, X 4 :[a,6]^M. 

OXi 

Die Differentialgleichung aus (42) schreibt sich 

Das ist ein lineares Differentialglcichungssystem mit C°°-Koeffizienten. Es hat nach der 
Theorie der gcwohnlichcn Diffcrcntialglcichungen genau eine C°°-L6sung auf dem ganzen 
Interval! [a,b] mit X(to) = Yq. 

2. Schritt. Unter den Voraussetzungen des Satzes gibt es eine Zerlegung 

a = t a < ti < . . . < t n = b, 

von [a, b], so da8 fiir jedes i die Menge c([ti_i, t i+ i\) in cincr Kartcnumgebung von M 
liegt(Lemma von Lebesguc). Dann gibt es nach dem ersten Schritt eindeutig bestimmte 
Vektorfelder Xi langs c|[ ti _ liti ] mit 

y D x, = 0, 

Xi(t ) = Xq, 

Xi(ti-i) = Xi_i(ij_i) fiir i > 1. 

Dcfiniere 

X(t) := Xi(t) fiir U-i < t < U 

Dann ist X ein stetiges Vektorfeld langs c mit X(a) = X(0) und VdX = auf alien tj[. 
Nach dem ersten Schritt gibt es weiter auf [U-i, ti + {\ genau ein parallcles C°°-Vektorfeld X 
langs c mit X(ti) = X(U). Nach der Eindcutigkeitsaussage im ersten Schritt ist dann aber 
X\[t i _ 1 .t i ] — Xi und X|[ t . )t . +1 ] = X i+ i. Daher ist X = X auf d.h. X ist C°° auch 

an den Stelle ti. □ 

Bemerkung. Die Menge 

H p := {n c | c : [a, 6] -» M, c(a) = p = c(6)} C GL(T p M) 

ist eine Untergruppe von GL(T p M), die sogenanntc Holonomitgrupppt von V im Punkt 

pelf. 
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Beispiel 61. Sind X, Y parallele Vektorfelder langs eine Kurve c : [a,b] — > M in einer 
Riemannschen Mannigfaltigkeit mit Levi-Civita-Ableitung, so ist 

D ■ g(X, Y) = g(V D X, Y) + g(X, V D Y) = 0, 

d.h. die Parallelvcrschicbung crhalt die Riemannschc Mctrik und liefert daher eine iso- 
metrische Abbildung von T c ( a )M nach T c (mM. Fiir in p £ M geschlossenes c ist also 
II C e O(TpM). Ist M dariiberhinaus orientiert, so andert ein Basisfeld unter der Paral- 
lelverschiebung seine Orientierung nicht, und daher ist n c £ SO(T p M). Ist schlieBlich noch 
dimAf ungerade, so hat II c cincn Eigenwert +1, d.h. es gibt langs c ein nicht-triviales par- 
allels geschlossenes Vektorfeld: X a = X\, ^ 0. 

□ 

Beispiel 62 (Parallelverschiebung auf dem Kreiskegel) . Die Parallelverschiebung auf 
einem Kreiskegel mit halbem Offnungswinkel a langs eines Kreises um die Achse kann man 
berechnen, indem man den Kegel in die Ebene abwickelt (Isometrie!). 

Das gibt ein Segment mit 
Offungswinkcl 2tt sin a. Die 
Parallelverschiebung im E 2 ist 

trivial. Also rotiert ein paralleles A 
Tangcntialvektorfeld langs des / \ 

Kreises in der Abbildung bei fa \ 

Verschiebung nach rechts im If \ 

Uhrzeigersinn und bei Verschie- Lt\ • 

bung einmal um den Kegel />~-J - 

herum ergibt sich eine Rotation / 
um den Winkel 27rsina. Das f^- — r - 
gilt fiir die Parallelverschiebung ( 

langs jeder gcschlosscncn Kurve, 

die einmal um die Kegclachsc 
herumlauft. 

Die Holonomiegruppe in jedem Punkt des Kegels ist also 

{27rfcsina mod 2ir \ k £ Z}. 

Fiir rationales sin a ist sic also cndlich zyklisch, fiir irrationalcs eine dichte Untergruppe in 
der Drehgruppe S 1 = SO(2). 

□ 

Beispiel 63 (Parallelverschiebung auf der Sphare). Die Parallelverschiebung langs 
eines (Klein)kreises auf der Einheitssphare S 2 kann 
man sich vorstellen, indem man den Kegel betrach- 
tet, der die Sphare langs dieses Kreises beriihrt. 
Dann ist die Tangentialprojektion langs des Kreises 
fur beide Flachen dieselbe, und nach dem Satz von 
Levi-Civita ist daher die Parallelverschiebung in bei- 
den Flachen dieselbe. Hat der Kreis den spharischen 
Radius (3, so liefert die Verschiebung einmal um 
den Kreis herum eine Drehung um 27rsin(^ — 0) = 
2-k cos (3. 

Fiir (3 = ^, also Verschiebung langs eines Grofikreises ist die Rotation 0, weil auch der 
Tangential vektor der Geodatischen parallel ist. Fiir (3 \ get der Roationswinkel gegen 2n, 
und die Holonomiegruppe ist deshalb die voile Rotationsgruppe. 

□ 
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9 Der Krummungstensor 



In einer Mannigfaltigkeit mit kovarianter Ableitung kann man, wie wir im letzten Abschnitt 
gcschcn haben, einen Tangentialvektor langs einer Kurve zu einem parallelen Vektorfeld 
fortsetzen. Wenn man ihn aber (lokal) zu einem parallelen Vektorfeld auf einer ganzen 
Umgebung fortsetzen mochte, kann man das erst langs einer Kurve, z.B. langs einer Ko- 
ordinatcnlinic tun, dann das erhaltene Vektorfeld von der Kurve ausgehend in eine zweite 
Richtung parallel fortsetzen usw. 

Diescn Prozess wollen wir untersuchen. Wir 
nchmen also zunachst an, daB wir, zum Bei- 
spiel durch die beiden ersten Kooordinaten ei- 
ner Karte, ein „Rechteck" 



V : [0, 1] x [0, 1] — > M, (t,T)»V(t,r) 

gegebcn haben und einen Tangentialvektor 
aus p = V(0,0) zunachst langs V(., 0) parallel 
vcrschicbcn. 



V(0,0) 




Wir erhalten ein Vektorfeld Z(.,0), das wir von jcdcm V(t,0) parallel in r-Richtung ver- 
schiebcn. Dadurch erhalten wir ein Vektorfeld Z langs V, von dem wir unterstellen, daB es 
glatt ist. Es erfiillt dann nach Konstruktion 

V^Z| (t ,o)=0, V^ = 0. 

Wir wiifiten gern, ob auch V_s Z = ist. Weil das bei r — gilt, geniigt es zu zeigen, daB 

VjlVjlZ = 0. (43) 

d-r Ot 

Umgekehrt wissen wir wegen V _a_Z — ja schon, daB 

0T 

V a_V jlZ = 0. 

3t Ot 

Damit unsere Konstruktion klappt, muss also 

V jlV alZ - Vj L V JL Z = (44) 

3t at at a-r v ' 

sein. Hinreichend ware, wenn fur alle Vektorfelder X, Y, Z 

V x ^yZ~ V y V x Z=0. (45) 
Das kann aber nicht sein, denn zum Beispiel ist nach kurzer Rechnung 

VxVy</)Z - VyV^^Z = 0(V X V Y Z - Vy V X Z) + {[X, Y] ■ (j))Z. 

Wenn also (45) fur alle X,Y,Z gilt, dann folgt ([X,Y] ■ </>)Z = fur alle X,Y,Z und 
Funktionen <p. Unsinn! 

Dieses Problem werden wir los, wenn wir den letzten Term anders schreiben: 

V x V Y (pZ - Vy^x^Z = 4>(VxVyZ - Vy V X Z) + ([X, Y] ■ 4>)Z 

= (j>(VxV Y Z - VyVxZ) + V [X ,Y](t>Z - 4>V[X,Y]Z 

oder 



V X ^y4>Z - Vy V X <PZ - V [x .Y](t>Z = </>(V X VyZ - Vy V X Z - V[ X ,Y]Z). 
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Wenn diese Gleichung fur Z gilt, dann also auch fiir alle <pZ, und man rcchnct nach, da8 
cntsprechendes auch fiir X und Y gilt: Der Ausdruck \7 X \7 Y Z — VyVjZ — V[x,y]Z ist 
tensoriell. Und weil [J^, J^] = konnen wir (44) aquivalent ersetzen durch 

\7j L \7j L Z-\7o_\7 JL Z-\7,o_j L] Z = 0. (46) 
3t at at St Lat'a-i-J 

Definition 64. Fiir eine Mannigfaltigkeit M mit kovarianter Ablcitung V hcifit 

R(X,Y)Z := \7 x VyZ - Vy^xZ - V [x ,y]Z 

der (Riemannsche) Kriimmungstensor. Der Ausdruck ist linear bcziiglich der Multiplikation 
mit Funktionen in jedem Argument, definiert also tatsachlich ein Tcnsorfcld. 

Damit findet man nun, da8 (46) und damit (43) genau dann gilt, wenn R = ist, vgl. Satz 
65 unten. Die Bedingung R — ist notwendig und, wie man zeigcn kann, auch hinreichcnd 
dafur, daB man jeden Tangentialvektor lokal zu einem parallelen Vektorfeld fortsetzen kann. 

Die vorstchcndcn Ubcrlcgungcn motivicrcn die Definition des Krummungstcnsors als 
Obstruktion der lokalen Parallelverschicbung. Was das mit Kriimmung zu tun hat, die 
Motivation des Namens also, verschieben wir auf den Abschnitt 11 und widmen uns erst 
einmal den Eigenschaften von R und Beispielen. 

Bemerkungen Identitaten fiir Tensoren muB man nur auf Basisvektoren beweisen. Da- 
her konnen die folgenden zwei Bemerkungen oft crhcblichc Vcrcinfachungen der Beweise 
bedeuten: 



1. Lokal gibt es immer Basen mit verschwindenden Licklammcrn (GauBschc Basisfelder). 

2. Man kann cincn Tangentialvektor v € T p M stcts lokal zu einem Vektorfeld X fortset- 
zen, fiir welches (W) p = 0. (Aber Vorsicht bei zweitcn Ablcitungen!). 

Zum Beweis betrachten wir ein lokalcs Vektorfeld X = ^k-§^ - Dann ist 

k j 

Daher kann man X zum Beispicl definicren durch 

X k := v k -^2vjT^(ji)(ui - Ui(p)). 

Die erste Eigenschaft bctrifft die Erweiterung auf Vektorfeldcr langs Abbildungen, die wir 
in der vorstchcndcn Motivation schon kommcntarlos benutzt haben. 



Satz 65. Fiir f : N —> M, em Vektorfeld Z e T(f*TM) langs f und Vektorfelder X, Y auf 
N gilt die sogenannte Strukturgleichung 

R(df(X),df(Y))Z = V x VyZ - V Y V X Z - V [x ,y]Z. (47) 

Dabei haben wir auf der rechten Seite die induzierte kovariante Ableitung f*V einfach wieder 
mit V bezeichnet. 



Beweis. Wir benutzen die definierenden Gleichung (11) fiir V = /*V: 

V x (Zo f)=V df(X )Z 
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fur die kovariante Ablcitung /*V von Vcktorfeldern. Seien p £ N und Ei, . . . , E m Basisvek- 
torfelder auf einer Umgebung von f(p), fur die 

(VEi) m = 0. 

Wir schreibcn 

Z = J2 Zi(Ei o /), df(X) = MEi ° /), df(Y) = Y *( E * ° /)■ 
Dann erhalten wir im Punkt p 

V X V Y Z = V X V Y Y,Z i E i of = Y J Vx ((Y ■ Z^E, o /) + Z 4 V d/(y) ^) 

= V \X ■ (Y ■ Zi)(Ei of) + (Y- Zi) S7 df{ x)Ei +(X ■ Z t ) V d/(y) ^ +Z i W x (T i Y^e^) 

i \ " ' " v ' j 

= ^ X • (y • Zi){Ei ° /) + E ^^V d / W (V B3 .^) 

= J2 x ■ ( Y ■ z i)( E i ° /) + E ^^(^» ° /• 

Wegen 

V[x,y]^(^i o /) = ([x,y] • o /) + Zi v dfaXi Y])Ei 

" V ' 

=0 

folgt 

V X V Y Z - V Y V X Z - V [x .y]Z = E ^^(Vb^Vb^O ° / - E ^^(V^V^i) o / 

= Y,Z i Y j X k R{E i ,E j )E k of 

i,j,k 

= R(df(X),df(Y))Z. 

□ 



Satz 66 (Krummungsidentitaten). Fiir den Krummungstensor R einer kovarianten Ab- 
leitung mit verschwindendem Torsionstensor T = und Vektorfelder X, Y, Z, U auf M gilt: 

R(X,Y) = -R(Y,X), (48) 
R{X,Y)Z + R(Z,X)Y + R(Y,Z)X = 0. (49) 

Die letzte Gleichung heifit auch die 1. Bianchi-Identitdt. 

1st V die Levi-Civita-Ableitung der Riemannschen Mannigfaltigkeit (M,g), so gilt weiter: 

g(R(X,Y)Z,U) = -g(R(X,Y)U,Z), (50) 
g(R(X,Y)Z,U) = g(R(Z,U)X,Y). (51) 



Beweis. (48) ist trivial. 
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Zu (49). Wir nchmcn an, daB die Licklammcrn der Vektorfcldcr X, Y, Z vcrschwindcn. Dann 
gilt wcgcn dcr Torsionsfreiheit \7 Y Z = \7 Z Y usw. und man erhalt: 

R{X, Y)Z = \7 X \7 Y Z - \7 Y V X Z = \7 X \7 Z Y - X7 Y \7 X Z 
R{Z, X)Y = V Z V X Y - V X V Z Y = V Z V Y X - V X V Z Y 
R(Y, Z)X = \7 Y X7 Z X - \7 Z \7 Y X = \7 Y \7 X Z - V Z \7 Y X. 

Bei der Addition der drei Gleichungen heben sich die Terme paarweise weg. 

Zu (50). Wir nchmcn an, daB allc bcteiligten Vektorfelder in p kovariante Ableitung habcn. 
Dann vcrschwinden auch die Lieklammern in p. 

g{V x V Y Z, U) = Xg(V Y Z, U) - g{V Y Z, V X U) 

* ' 

=o 

= XYg(Z, U)-Xg(Z,W Y U) 
= XYg(Z, U)-g(Z,V x V Y U). 

Der erste Term in der lctztcn Glcichung ist wegen [X, Y] p — symmetrisch in X und Y. 
Deshalb folgt 

g(R(X, Y)Z, U) - -g(Z, V X V Y U) + g(Z, V Y V X U) = -g(Z, R(X, Y)U). 
Zu (51). Dies ist cine algcbraischc Folge der Gleichungen (48), (49), (50). 

<R(X,Y)Z,W> 



Nach diesen Identitaten ist die Summe der 
Terme an den Ecken eines jeden schattierten 
Dreiecks in dem Oktaeder =0. Bei der Sum- 
mation iiber die oberen und das Negative der 
untcren Dreiecke heben sich die aquatorialcn 
Terme weg, und es bleibt zweimal der obere 
minus zweimal der untere Term. Daraus folgt 
(51). (Bcweis nach Milnor). 




<R(Y. Z)X,W> 



□ 



<R(Z,X)Y.W> 



<R(Z.W)X,Y> 



Korollar 67 (Schnittkriimmung). Seien (M,g) Riemannsch und (X,Y) und (X',Y') 
zwei Paare orthonormaler Vektoren in T p M, die dieselbe Ebene aufspannen. Dann gilt 

R(X',Y') = ±R(X,Y). 

Daher ist 

g(R(X',Y')Y',X') = ±g(R(X,Y)Y',X') = ±g(R(Y' ,X')X,Y) = g(R(X,Y)Y,X). 
nur abhangig von der Ebene a XY :— Spann(A, Y). Man nennt 

K(a XY )=g(R(X,Y)Y,X) 
die (Ricmannschc) Schnittkriimmung von (M,g) auf der Ebene a XY C T p M . 
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Der Krummungstensor ist schon punktweise als Objekt der linearen Algebra einigermaBen 
kompliziert. Auch die Schnittkriimmung ist als Funktion auf der Grassmann-Mannigfaltigkeit 
der 2-dimensionalen Ebcncn in T p M nicht so einfach, aber als skalarwertige Funktion viel- 
lcicht doch zuganglicher. Sie bestimmt den Krummungstensor algebraisch: 

Lemma 68. Seien R, R zwei trilineare Abbildungen des Euklidischen Vektorraums {T,g), 
welche die Kriimmungsidentitdten aus Satz 66 erfiillen. Fur alle orthonormalen X,Y € T 
sei 

(R(X, Y)Y, X) = (R(X, Y)Y, X) =: K{a XY ). (52) 

Dann folgt R= R. 



Beweis. Offenbar geniigt es, den Beweis fur R = zu fiihren, betrachte R — R. Aus der 
Schicfsymmctric folgt dann, daB (R(X, Y)Y, X) = nicht nur fiir orthonormale, sondern fur 
bclicbigc X,Y gilt. Zunachst betrachten wir fiir festes X e T 

a{Y,Z) := {R{X,Y)Z,X) = (R(Z,X)X,Y) = {R{X,Z)Y,X) = a(Z,Y). 

Also ist a eine symmetrische Bilincarform. Die zugchorige quadratische Form a(X, X) ist 
nach Voraussetzung 0, also ist a = 0, d.h. 

(R(X, Y)Z, X) = fiir alle X,Y,Z £ T. (53) 

Als nachstes betrachten wir fiir festes Y, Z £ Tdic Bilinearform 

0(X, U) := (R(X, Y)Z, U) + (R(X, Z)Y, U) = (R(U, Z)Y, X) + (R(U, Y)Z, X) = 0(U, X). 
Nach (53) ist die quadratischen Form von (3 Null, also ist auch [3 — und daher 

R(X,Y)Z = -R(X,Z)Y. (54) 

daraus folgt aber 

= R(X, Y)Z + R(Z, X)Y + R(Y, Z)X = 3R(X, Y)Z. 
Also ist R = 0. □ 



Satz 69. Ist (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und hat in einem Punkt p £ M die 
Schnittkriimmung auf alien Ebenen aus T p M denselben Wert K , so gilt fiir den Krummungs- 
tensor im Punkt p 

R(X,Y)Z = K(g(Y,Z)X-g(X,Z)Y). 



In diesem Punkt sieht der Krummungstensor also so aus wie auf Flachen, allcrdings mit 
konstantem K. 

Beweis. Trivial nach Lemma 68, weil die rechte Seite die Krummungsidentitatcn crfullt und 
Schnittkriimmung K hat. □ 

Wir schlieBen mit einer weiteren Kriimmungsidentitat und ihrer Anwcndung auf das Studium 
der Schnittkriimmungsfunktion. 
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Satz 70 (2. Bianchi-Identitat). Definiere den Tensor Vi? durch 

(V X R)(Y, Z)U := Vx{R{Y, Z)U) - R(W X Y, Z)U - R(Y, V X Z)U - R(Y, Z)V X U. (55) 
Dann gilt 

(V : X R){Y,Z)U + {V Y R){Z,X)U + (V Z R){X,Y)U = 0. 



Beweis. Weil \7 X R ein Tensor ist, geniigt es, (55) in einem Punkt p zu zcigcn, und zwar 
fur Vektorfcldcr X, Y, Z, U mit in p verschwindcnder Ableitung, so daB in diesem Punkt 
(V X R)(Y, Z)U = V X (R(Y, Z)U) usw. Es gilt 

(VxR)(Y, Z)U + (V Z R)(X, Y)U + (V Y R)(Z, X)U 

= v x v Y v z u - v x v z v Y u - V X V [YZ] U 

+ VzVxVyC/ - VyV X V Z C/ - V Z V [x , y] C/ 

+ VyVzVxt/ - V z V r V x C/ - VyV [z ,x]^ 
= R(X, Y)V Z U + V [X . Y] V Z U - V Z V [X . Y] U 
+ R{Z, X)W Y U + V [ZtX] V Y U - V Y V [ZtX] U 
+ R(Y, Z)V X U + V [Y , Z] V X U - V X V [Y , Z] U 
= R(X, Y)V Z U + R([X, Y],Z)U + V [[x ,y],Z]U 
+ R(Z,X)W Y U + R([Z,X],Y)U + V 1[z ,x],y]U 
+ R(Y, Z)V X U + R([Y, Z],X)U + V [[YZ] , X] U. 

Im Punkt p vcrschwinden alle Terme nach Wahl von X, Y, Z und U. □ 



Satz 71 (Lemma von Schur). Ist (M,g) eine zusammenhangende Riemannsche Man- 
nigfaltigkeit, dim M > 3, und ist die Schnittkriimmung in jedem Punkt unabhangig von der 
Ebene, so ist die Schnittkriimmung auch vom Punkt unabhangig. 



Beweis. Nach Satz 69 haben wir 

R(X, Y)Z = K (g(Y, Z)X - g(X, Z)Y) 

mit einer Funktion K, deren Konstanz wir zeigen miissen. Fur Vektorfcldcr X, Y, Z, U mit 
in p e M verschwindender kovarianter Ableitung gilt 

(V X R)(Y, Z)U = (X ■ K)(g(Z, U)Y - g(Y, U)Z). 

Mit der 2. Bianchi-Identitat finden wir 

= (X ■ K)(g(Z, U)Y - g(Y, U)Z) + (Z ■ K)(g(Y, U)X - g(X, U)Y) 
+ {Y-K){g{X, U)Z-g{Z, U)X). 

Sei nun X e T p M erganzt durch Y, Z = U e T p M\{0} zu einem orthogonalcn Drcibcin. 
Wir setzen diese zu Vektorfeldern so fort, daB die kovarianten Ablcitungcn in p samtlich 
vcrschwinden. Dann ist in p 

= g(Z, Z)((X ■ K)Y - (Y ■ K)X) 

und daraus X ■ K = 0. Das beweist die Konstanz von K auf der zusammcnhangcnden 
Mannigfaltigkcit M. □ 
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10 Beispiele fur Kriimmungstensor und Schnittkrummung. 



Als nachstes betrachten wir Bcispiclc fur den Kriimmungstensor. 

Beispiel 72. Im R m ist R = 0, weil jeder Tangentialvektor sich global parallel fortsetzen 
lafit. 

□ 

Beispiel 73. Die kovariante Ableitung auf der Einheitssphare S m war 

(V Y Z) x = V Y Z+(Y,Z)x, 

wobei V° die Ableitung auf M m+1 bezcichnct, vgl. Beispiel 27. Damit crhaltcn wir 

R(X, Y)Z = W x (V° Y Z + (Y, Z)x) - V Y (W x Z + (X, Z)x) - V\ xy] Z - ([X, Y],Z)x 
= V° X V Y Z + X-(Y, Z)x + (Y, Z)X + (A, V Y Z + (Y, Z)x)x - ... 
= R°{X, Y)Z + (Y, Z)X - (X, Z)Y 
= (Y,Z)X-(X,Z)Y. 

Dicse Formel gilt natiirlich ebenso fur die Einheitssphare des M m+1 mit der Metrik ^ {.,.), 
die in der Standardmetrik den Radius r besitzt und die wir mit S m (r) bezeichnen wollen. 
Also ist der Kriimmungstensor von S m (r) beziiglich der Standardmetrik des M. m+1 gegeben 
durch 

R(X, Y)Z = 1 «Y, Z)X - (X, Z)Y) . 
Ebenso findet man fiir das verallgcmcincrtc Lorentzmodell des H m =: H m (l), also fiir 
H m (r) := {x e K 1 '™ | {x,x) Lorentz = -r 2 } 

den Kriimmungstensor 

R(X, Y)Z=-^ ((Y, Z)X - (X, Z)Y) . 
Die Schnittkriimmung ist dann gegeben durch K = ^ bzw. durch K = — ^. 

□ 

Beispiel 74. (M,g)— Liegruppc mit biinvarianter Metrik. Dann ist V^^ = \[X, Y] fiir 
linksinvariante Vektorfelder X, Y, vgl. Beispiel 20. Daraus folgt 

R(X,Y)Z=- 1 -{{X,Y},Z] 

und fiir orthonormale X, Y 

K{a XY ) = \\\[X,Y]\\\ 

Man zeigt leicht, daB K fiir 50(3) positiv und konstant ist. Fiir SO(n),n > 3 hingegen 
nimmt K > auch den Wert an. 

□ 

Beispiel 75. Fiir dim M =2 ist 

R(X, Y)Z = K (g(Y, Z)X - g(X, Z)Y), 
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wobei K : M — > R,p i— > K(T, p M) die Schnittkriimmung ist. 

Beweis. Es geniigt, i?(A, Y) fiir eine ON-Basis (X, Y) zu kennen. Dazu geniigt es, R(X, Y)X 
und Y)Y zu kenncn. Weil aber R(X,Y) schiefadjungicrt ist, ist 

R(X, Y)X = g(R(X, Y)X, Y)Y = -KY = K (g(Y, X)X - g(X, X)Y) 

und ebenso R(X, Y)Y = K (g(Y, Y)X - g{X, Y)Y). 



Beispiel 76. Andert man die Metrik konform durch 



□ 



9 =^g 

und definiert die Hessesche beziiglich g durch 

Hess A X = VxgradA, hessA(A,Y) = ,g(Hess A X, Y), 

so erhalt man fur den neuen Kriimmungstensor: 

R(X, Y)Z =R(X, Y)Z 

+ hess X(X, Z)Y - hess X(Y, Z)X 
+ g(X, Z) Hess A Y - g(Y, Z) Hcss A X 
+ ((Y-A)(Z.A)-. 9 (r,Z)||gradA|| 2 )X 
-{{X-X){Z-X)-g{X,Z)\\gr & dX\\ 2 )Y 
+ {{X ■ X)g(Y, Z)-(Y- X)g(X, Z)) grad A. 

Das folgt aus der Formel fiir die Anderung der Levi-Civita-Ablcitung bei konformer Anderung 
der Metrik. 

□ 
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11 Kriimmung und Jacobifelder 



Wir betrachten die 2-dimensionalen Sphare S 2 (r) vom Radius r und darauf Kreise um p 
vom Radius t. Ihr Umfang ist 

t 3 



U(t) := 2irr sin - 



2^-3^ + ...). 



Dcr Umfang ist klcincr, als bci cbcncn Krciscn von glcichcm 
Radius, weil die Sphare nach innen gekriimmt ist. Der Ef- 
fekt ist allcrdings von hohcrcr Ordnung. Wir finden 



U'it) 



t 



2ir cos ■ 
r 

U"(t) = -2^- sin- = -\u(t). 




Fiir den hypcrbolischcn Fall (am bequemsten im Poincare-Modcll) finden wir U (t) = 2irr sinh - 
und entsprechend 

U"(t) = +±U(t). 

Eine etwas andere Interpretation dieses Phanomens liefert der Blick auf die Radien des Krei- 
ses. Im spharischen Fall divergieren sic langsamer als im Euklidischcn Fall, sic sind „zucin- 
ander gekriimmt", im hypcrbolischcn „auseinander gekriimmt" Wcnn man das fiir beliebigc 
Ricmannsche Mannigfaltigkciten genauer erfassen will, braucht man die Langenverzerrung 
der Exponentialabbildung senkrecht zur tangentialen Richtung. Wir berechnen sie: 

Wir betrachten das Variationsvektorfeld Y = dV(Jpp) zur „radialen Variation" 

V(t, t) := cxp(t(v + ™)) 

mit v,w € T p M. Wir schreiben Y(t) := Y(t, 0). Dann ist also 

Y(t) = d tv exp(iui), 

und wir miiBten Y genauer kennen! Zunachst ist 

Y(0) = 0, 



d 



d 



Y(0) = V a , dV(— ) = V a , dV(— ) 

v ; atl(o,o) ^Q T > arko.o) y Qi' 



= V £l ( 0,oA"+™) eX P( U + TW ) = V 7^1,0 ,0, ( V + TW ) 



Weiter gilt 

V a V 



= w. 



dV „ „ dV 

— = V a V a — 
dt at dt 



r, - 9V „ 8V n/ dV 8V,dV 



dt' 8t' dt' 



l dt' 8t s 



Einschrankung auf (t,0) liefert mit c(t) := V(t,0) und V_e 



dv 

dt 



dV 
dr 



Y{t) = —R(Y, c)c. 

Vergleichen Sie das mit den obigen Differentialgleichungen fiir den Kreisumfang. 

Die Langenverzerrung von exp in Richtung orthogonal zu den Radien (aber auch in Richtung 
der Radien) wird also kontrolliert durch den Kriimmungstensor. 
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Definition 77. Sei c : J — > M cine Geodatische in dcr Ricmannschcn Mannigfaltigkeit 
(M,g). Ein Vektorfeld Y" : J — > TM langs c hciBt cin Jacobifeld, wcnn 

y + c)c = o. (56) 

Dabei ist Y := V D V D y. 

Bemerkungen. 1. Die Jacobiglcichung ist linear und von zweiter Ordnung, also ist der 
Raum der Jacobifelder langs c von der Dimension 2 dim M. 

2. Ist Y ein Jacobifeld langs c, so rechnet man nach, daB auch 

g{c,c) 

cin (an die Geodatische tangentiales) Jacobifeld ist. Also ist auch Y 1 - = Y — Y T ein zur 
Geodatischen normales Jacobifeld. Haufig betrachtet man nur den Raum der zu c normalen 
Jacobifelder. Die Tangcntialkomponcnte ist immer von der Form Y T (t) — (a + t/3)c(t), gibt 
also keinc wcscntlichc Information. 



Satz 78 (Differential der Exponentialfunktion). Seien (M,g) eine Riemannsche Man- 
nigfaltigkeit, p G M und v, w G T p M, so daft cxpv definiert ist. Dann gilt fur < t < 1 

dtv exptw — Y(t), 

wobei Y das Jacobifeld langs c(t) — exp(to) mit den Anfangsbedingungen 

Y(0) = 0, Y(0) = w 

ist. 



Wir schlicBcn mit cinem Lemma, daB den Bcgriff der Jacobifelder genauer beleuchtet. 

Lemma 79. Seien (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und c : [a, b] — > M eine 
Geodatische in M. 

(i) Ist Y das Variationsvektorfeld einer Variation V(s,t) =: c t (s), fur die alle Ct Geodati- 
sche sind, so ist Y ein Jacobifeld. 

(ii) Jedes Jacobifeld Y langs einer Geodatischen c kann man wie in (i) erhalten. 



Beweis. Zu (i). Den obigen Beweis kann man wortlich ubernehmen. 

Zu (ii). Sei Y ein Jacobifeld langs c : [0,6] — > M und 7 : [0, e] — > M eine Geodatische 
mit 7(0) = Y(0). Seien wcitcr X ,Xi parallele Vcktorfcldcr langs 7 mit X o (0) — c(0) und 
Xi(0) = Y(0). Definiere 

V(t,r) := cxp(t(X (r) + tX^t))) =: c T (t). 

Offcnbar sind alle c T Geodatische und ist c = c. Daher ist das Variationsvektorfeld Z von 
V cin Jacobifeld. Es genugt den Anfangsbedingungen 

z(o) = 5 T y(o,o) = 7 (o) = y(o) 
z(o) = v 9t a T y(o,o) 
= v dT d t v(o,o) 

= V dr (X (T) + tXi(t))(0,0) - Xi(0) - r(o). 
Daraus folgt Z = Y". □ 
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12 Raume konstanter Kriimmung 



Definition 80. Einc Ricmannschc Mannigfaltigkeit der Dimension > 1 mit konstanter 
Schnittkriimmung heiBt auch cinfach eine Mannigfaltigkeit konstanter Kriimmung oder ein 
Raum konstanter Kriimmung. Vollstandige zusammenhangende Mannigfaltigkeiten konstan- 
ter Kriimmung heifien Raumformen. 

Lemma 81 (Jacobifelder in Raumen konstanter Kriimmung). In Raumen konstan- 
ter Schnittkriimmung K sind die Jacobifelder mit 

Y(0) = 0, Y(0) _L c(0) 

langs nach der Bogenlange parametrisierten Geodatischen c : s i— > expsw, \\v\\ — 1 von der 
Form 

Y(s) = sm K sW(s) 
mit parallelem W(s), W(0) — Y(0). Dabei ist 



smx s = < 



s K = 

K > 



sin 



VK 

sinh y ' —Ks ^ q 



-K 



Beweis. Es gilt 

d 2 d 

^(sm K ) + Ksm K = 0, sin^0 = 0, — sin K (0) = 1. 

Damit ist 

g(Y, c)c = sin K a g{W, c) = sin K s 5 (VK(0), c(0)) = 

und 

F = = -K(g(c, c)Y - g(Y, c)c). 

Also ist Y ein Jacobifeld, und aus Y(0) = und Y(0) = W(0) folgt die Behauptung. □ 

Satz 82 (Lokale Klassifikation von Mannigfaltigkeiten konstanter Kriimmung). 

Je zwei Riemannsche Mannigfaltigkeiten gleicher Dimension und gleicher konstanter 
Kriimmung sind lokal isometrisch. Also ist jede solche lokal isometrisch zu M. m , S m (r) oder 
H m (r). 



Beweis. Seicn (M,g),(M,g) glcichdimcnsionalc Riemannsche Mannigfaltigkeiten gleicher 
konstanter Schnittkriimmung K. Seien p£ M,jj£ M, und sei e > so gewahlt, daB exp 
die offenen Kugeln W e (p) und W e (p) diffeomorph abbildet. Definiere exp p := exp \w € (p) un£ l 
exp^ entsprechend. Wahle eine Isometrie j : TpM — > T p M. Dann ist 

$ :=cxp p ojo(exp p y 1 

ein Diffcomorphismus von cxp(W e (p)) auf exp(W e (p)). 
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Nach dem Lemma von GauB ist $ radial isometrisch. 
Sind andrerseits v,wi,w 2 € T p M,Wi _L v, \\v\\ = 1 und 

Y i {t)=sm K tW i {t), W'i=Q 

die Jacobifelder langs exp(tv) mit Yi(0) = 0,1^(0) = Wi wie im Lemma, so folgt 

g(d tv exptwi,dtvexptw 2 ) = g(Yt(t),Y 2 (t)) 

= an 2 K tg(Wi(t),W 2 (t)) 
= sm 2 K tg(W 1 (0),W 2 (0)) 
= sin|- tg(w 1 ,w 2 ). 

Das ist unabhangig von der Mannigfaltigkeit, und deshalb folgt die Behauptung. □ 

Wir wollen nun eine globale Version dieses Satzes beweisen. Dafiir brauchen wir ein Lem- 
ma, das auch sonst interessant ist. Unter anderem folgt aus ihm, daB die im Beispiel 13 
angegebenen Isometrien der Sphare oder des hyperbolischen Raums tatsachlich die gesamte 
Isometriegruppe dieser Mannigfaltigkcitcn ausschopfcn. 

Lemma 83. Sind f,g:M^> M zwei Isometrien Riemannscher Mannigjaltigkeiten, ist M 
zusammenhangend und gibt es p G M mit 

f(p)=9(p), dpf = dpg, 

so folgt f = g. 

Beweis des Lemmas. Weil (lokale) Isometrien Geodatische in Geodatische abbilden, gilt fur 
v S TpM und hinrcichcnd klcine \t\: 

f o exp tv = exp tdpf(v) = g o exp tv. 

Folglich ist die Menge {q € M \ f(q) = g(q) und dqf — dqg} offen in M. Sie ist trivialerweise 
auch abgeschlossen und enthalt p. Daher ist sie = M . □ 



Satz 84 (Einfach-zusammenhangende Raumformen). Sei (M,g) eine einfach- 
zusammenhdngende Raumform der Schnittkriimmung K. Dann ist (M,g) isometrisch zum 
Euklidischen oder hyperbolischen Raum oder zur Sphare der gleichen Schnittkriimmung. Fiir 
K < bildet iiberdies die Exponentialabbildung jeden Tangentialraum diffeomorph auf die 
Mannigfaltigkeit ab. 
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Beweis. Sei p G M und n := exp |t p m : T p M — > M. Nach dem Lemma 81 sind die 
Jacobifelder mit Y(0) = 0, Y'(Q) _L c'(0) gegeben durch 

Y(s) = sin a- sff(s) 

mit parallelem W(s). 

1. Fall: if < 0. Dann haben die obigen Jacobifelder auf ]0,oo[ keine Nullstellen, und weil 
exp \t p m nach dem GauB-Lemma radial isometrisch ist, ist die Exponentialabbildung auf 
T p M ist eine Immersion. Fur den Euklidischen oder hyperbolischen Raum ist sie bekanntlich 
sogar ein Diffeomorphismus auf den ganzen Raum. Die Konstruktion aus dem Beweis des 
letzten Satzes liefert also eine isometrische Immersion $ : M — > M. Nach Satz 57 ist das 
eine Riemannsche Uberlagerung und nach Satz 59 sogar eine Isometrie. Der letzte Satz der 
Bchauptung folgt damit cbcnfalls. 

2. Fall: K > 0. Dann verschwinden alle Jacobifelder 

Y(s) = sin K sW(s) mit V D W = 0, W _L c, 

das erste Mai wieder bei s = e := Daher ist exp |w e (p) eme Immersion, aber die Sphare 
S e (p) vom Radius e im Tangentialraum T p M wird in einen Punkt abgebildet. Wir schreiben 
exp p := exp|w e (p). 

Wir betrachten nun neben (M,g) die Sphare (M,g) = S m (X/^K) derselben Kriimmung 
und in dieser einen Punkt p. Wir wahlcn eine lineare Isometrie j : TpM — > T p M und 
dcfinieren 

exp^ : TpM D W e (p) -> M 

analog. Dann ist 

$ := exp p oj o expT 1 
eine isometrische Immersion von M\{—p} auf exp (W e (p)) C M. 



T-M T M 

P p 




-P 



Wir wahlen nun einen Punkt p\ G M\{p, —p} und setze p\ :— $(pi). 
Sei j\ := (ip 1 < i ) : T Pl M — > T Pl M. Dann erhalten wir wie oben eine isometrische Immersion 

$i := exp pi oj x o expr 1 

von M\{-px} auf exp p (W e (pi)) C M Es gilt aber 

Daraus folgt <i>i = <i> auf p, — pi}. Insbesondere stimmen also <&i und * auf einer 

punkticrtcn Umgcbung von — p iiberein. Mit $i la8t sich daher auch $ als isometrische 
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Immersion in — p fortsetzen. Nach Satz 57 ist $ einc Ricmannsche Uberlagerung und nach 
Satz 59 sogar eine Isometrie. □ 



Clifford-Kleinsches Raumformenproblem. Wenn man im vorstehenden Satz die Raum- 
form M nicht als einfach-zusammenhangend voraussctzt, licfert dcrsclbc Bcwcis cine Ric- 
mannsche Uberlagerung 

ir : M — > M, 

wobei M je nach Kriimmung K cin Euklidischer oder hyperbolischer Raum oder eine Spharc 
ist. Das Problem, allc (zusammenhangenden) Raumformen einer vorgegebenen Kriimmung 
zu bestimmen, ist damit auf das Problem reduzicrt, wclchc Mannigfaltigkciten sich isomc- 
trisch von einem der obigen Standardraume iiberlagern lassen. Das hat zu tun mit der Be- 
stimmung der frei und cigcntlich diskontinuierlich operierenden Untcrgruppen der jewciligcn 
Isomctricgruppc und ist nicht vollstandig gclost. 

Einigc Rcsultate: 

(Hantzsche-Wendt 1935) Fiir m = 3 und K = gibt cs bis auf Homoomorphie zehn 
kompakte und acht nicht-kompakte Raumformen. 

(Hopf 1926) Fiir m = mod 2 und K > gibt es bis auf Isometrie nur zwei Raumfor- 
men, namlich die Sphare S m und den reellen projektiven Raum M.P m der entsprcchcndcn 
Kriimmung. 

(J. A. Wolf 1967) Vollstandigc Klassifikation bis auf Isometrie fiir m > 4 und K > 0. 
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13 Die zweite Variation und der Satz von Jacobi 



Fiir die Frage, ob Geodatische Minima der Lange bei Vergleich mit Nachbarkurven dar- 
stellen, ist es nahclicgcnd, nicht nur die 1. Ableitung des Langenfunktionals (vgl. Satz 42), 
sondern audi die 2. Ableitung zu untersuchen. 

Wir betrachten also eine Variation V der Geodatischen c, ||c| =: r, und das Langenfunktional 
L(t) := L{c T ) = ( Jg cAt) (c T (t),c T (t))dt. 

J a 

Wir schreiben zur Abkiirzung 

d t := d T := — und V t := V 5t , V r := V 9t . 

at or 

Scien X = d t V, Y = d T V e T(V*TM) und Y 1 - e T(c*TM) die zu c orthogonalc Kompo- 
nentc von Y(.,0). Wir erinnern an 

v t a = v*y. 

Dann gilt 

L'(t) = j\ T \\X\\dt = j" -L^d T g(X,X)dt = f h J^g(V T X,X)dt 

J a II II 

wobei der Integrand hier wic im folgcndcn an der Stcllc {t, r) genommen wird. Es ergibt sich 
i"W=8r J ^s(V,Y,X)dt 



1 •''//■:/.•■:>. X)Y, .v. 



<?(v r v t y a) ^ , ff (v t y v t a) dt 



x 



= ~ f T^9^tY,X) 2 dt+ f 

J a \\-™- II Ja 



b 5 (V t V r y,A)^ , f b g(V t Y,V T X) 



-dt 



Fiir r = folgt 

L"(0) = -- I" \g(Y,c) 2 dt+- f" g(R(Y,c)Y,c)dt+- f ' g(V t V T Y,c)dt +- f ' g(Y ,Y)dt 
r J a r 2 r J a r J a r J a 

= - [ g(Y ± ,Y ± )dt+ 1 [ g(R(Y,c)Y,c)dt+- f (d t g(V T Y, X) - g(V T Y, V t X))dt. 

=0 

Weil c Geodatische ist, ist langs c 

y 1 = v t (y x ) = v t (y - ^ 5 (y c)c) = y - ^ g (y,c)c) = y x . 

Aus den Krummungsidcntitaten folgt 

ff (ii(y c)y,c) - -s(fl(y,c)c,r) = -j^c)^ 1 ) = -^(y^)^), 
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und wir erhaltcn: 



L"(0) = lg(VrY,X)\%% + - f (g(Y ± ,Y ± )-g(R(Y ± ,c)c,Y ± )) dt. 

Firr Variationen mit festen Endpunkten verschwinden Y und seine r-Ablcitung an den End- 
punktcn, und deshalb verschwindet der intergralfreie Term und es ist L'(0) = 0. 1st iiberdies 
die Schnittkriimmung < und Y 1 - nicht trivial, so ist L"(0) > 0. In Mannigfaltigkeitcn 
negativer Schnittkriimmung sind Geodatische also stets von minimalcr Lange im Vergleich 
mit „Nachbarkurven". 

Definition 85 (Indexform). Scien (M,g) cine Ricmannschc Mannigfaltigkcit und c : 
[a, b] — > M eine Geodatische in M mit |jc|j = r > 0. Dcfinicrc fiir C°°-Vcktorfelder Y\,Y 2 
langs c : [a, b] — > M die Indexform 

I(Y U Y 2 ) :=lj" (g{Y 1 ,Y 2 )-g{R{Y 1 ,c)c,Y 2 ))dt 
Das ist offenbar eine symmetrische Bilinearform auf r(cTM). Mit ihr erhalten wir 



Satz 86 (Formel von Synge fiir die 2. Variation). Seien V eine Variation der Geoda- 
tischen c, ||c|| =: r > und 



L(t) := [ Jg cAt) (c T (t),c T (t))dt. 

J a 



Seien X, Y E T(V*TM) und Y 1 - E T(c*TM) definiert wie oben. Dann gilt 



L"(0)= -g(V T Y,X) 
r 



(6,0) 

+ I(Y ± ,Y ± ). (57) 

(o,0) 



Gclcgcntlich ist es niitzlich, Variationen (und mit diesen Variationsvektorfelder) zu betrach- 
ten, die in t-Richtung nur stiickweise-C 00 sind: 

Definition 87. Eine stetige Variation V(t, r), t S [a, b), r E] — e, e[, einer Kurve c = ^(-,0) 
heifit stiickweise glatt oder stiickweise-C 00 , wenn es eine Zerlegung 

a = to < ti < . . . < tk = b 

gibt, so daB jedes V|[t,_i,t,]x]-<;,e[ eme C°°-Abbildung ist. Das Variationsvektorfcld Y = 
d T V\ T= o ist dann ein stiickweise-C 00 Vektorfcld. Die Indexform definiert man fiir solche 
Vektorfelder genauso wie oben. 

Statt stiickweise-C 00 sagt man auch gebrochen. Wcndet man die Synge-Formel auf jedes 
^l[tj_i,tj]x]-e,e[ einzeln an und addiert, so findet man: 



Satz 88. Satz 86 bleiben richtig fiir gebrochene Variationen. 



Wir schreiben die Indexform noch etwas anders, sodafi man darin den Ausdruck aus der 
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Jacobigleichung erkennt: Fur glatte Yi, Y 2 findet man 



I(Yi,Y 2 ) = IJ (g(Yi,Y 2 ) - g{R{Y 1 ,c)c,Y 2 )) dt 

= ^J (d t g{Y u Y 2 ) - 5(Yi,y 2 ) - g(R(Y 1 ,c)c,Y 2 )) dt 
\{Yi,Y 2 )\ b a -l ( g{Y 1 + R{Y 1 ,c)c,Y 2 )dt, 



Fur an den Stellen ti gebrochene Vektorfcldcr Y\ , Y 2 erhalt man entsprechcnd 



I{Yi,Y 2 ) := 1 J2 9(Yi,Y 2 )\^ +0 - - f g(Y 1 + R{Y x ,c)c,Y 2 

r i r Ja 



)dt. (58) 



Definition 89 (Konjugierte Punkte). (i) Sei c : [a,b] — > M eine nicht-konstante Geo- 
datische. Zwei Parameterwerte t ,ti € [a, b] heiBen konjugiert langs c, wenn es ein 
nicht-vcrschwindcndes Jacobifeld Y langs c gibt, fiir das Y(tg) = und Y(ii) — 0. 6 

Man nennt dann auch c(to) und c(ii) langs c konjugiert. Ein i* €]a,6] oder auch c(t*) 
hciBt konjugiert, wenn es konjugiert zum Anfangspunkt a ist. 

(ii) v G T p M hciBt zu p konjugiert, wenn expt> definiert und d v (exp\T p M) nicht injektiv 
ist. Das ist genau dann der Fall, wenn und 1 konjugiert langs 1 1— > expto sind. 



Satz 90 (Jacobi). Seien c : [a,b] — ► M erne nicht-konstante Geodatische und t* €]o, 6[ 
2ii a konjugiert. Dann gibt es eine gebrochene Variation V(t, r) =: c T (i) uon c mit festen 
Endpunkten, so dafi L(c) > L(c T ) fiir alle r ^ 0: Nach dem ersten konjugierten Punkt ist 
keine Geodatische mehr Kiirzeste. 



Beweis. Sei Y ein nicht-triviales (normales) Jacobifeld ^ mit Y(0) = 0, Y(i*) = 0. Dann 
ist Y(t*) 7^ 0, denn sonst ware Y = 0. Wir definieren ein gebrochenes Jacobifeld durch 

Y(t)-=l Y{t) ffira ^^* 
U ' [0 ffiri*<t<b. 

Wir wahlen weiter ein differenzierbares nor- 
males Vektorfeld X langs c mit 

X(a) = 0, X(b) = und g(Y(t*),X(t*)) < 

und definieren mit einem kleinen e > ein 
gebrochenes Vektorfeld 

Z := Y + eX. 

Dieses Vektorfeld ist das Variationsvcktorfeld cincr Variation 




V(t,r) = exprZ(t) 



der Geodatischen c mit festen Endpunkten. 

6 Weil die Tangentialkomponente eines Jacobifeldes von der Form (a+/3t)c(t) ist, hat sie nur eine Nullstelle 
oder sie verschwindet identisch. Also ist ein nicht-triviales Jacobifeld Y mit zwei Nullstellen immer normal 
(=orthogonal zu c). 
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Fiir sie gilt nach der Syngeformel und (58) 

L"(0) = I(Z, Z) = I(Y, Y) + e 2 I(X, X) + 2eI(Y, X) 
= {) + e 2 I{X,X) 



2 

+ -€ 

r 



( 



\ 



g{Y{t*_),X{t*))-g{Y{a + ),^)+g{Y{b_),X^-g{Y{t* + ),X{t*)) 

=0 =0 =0 



= c 



-g(Y(t*),X(t*))+eI(X,X)\. 



Fiir hinreichend kleines e > ist dies negativ, und L hat in ein striktes lokales Maximum. 

□ 
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14 Der Satz von Bonnet-Myers 



Die Sphare S m (r) vom Radius r hat die Schnittkriimmung K = \. Wir betrachten eine 
nach der Bogcnlange parametrisierte kiirzeste Geodatische c : [0,^] — > S m (r) zwischen zwei 
Antipodalpunktcn. Dann ist I = irr, und wenn W ein normales parallclcs Einhcitsfcld langs 
c ist, ist 

t irt 
Y(t) := sin -W{t) = sin — W(t) 

ein Jacobifeld langs c, das an den Enden verschwindet, vgl. Lemma 81. Fiir die 2. Variation 
des Langenfunktionals mit der Variation V(r,t) — exp(rY(i)) finden wir 

L"(0) = - f g(Y + R(Y,c)c,Y)dt 
Jo 

fl ^2 



= / g{ — W-R(W,c)c, W) sin 2 —dt 
Jo <■ » 

r l {k 2 „, a . 2 TT* , 

= y - a(^J J sin ydt. 



Der Klammerausdruck im letzten Integranden ist 0, also L"(0) = 0. Aber das wuBten wir 
schon vorher, weil Y ein Jacobifeld ist, also Y+R(Y, c)c = gilt. Die Lange der Geodatischcn 
zwischen Antipodalpunkten ist bei der durch Y gegebenen Variation, die ja einfach durch 
Achsdrehung der Geodatischcn geliefert wird, von zweiter Ordnung stationar, im Wirklich- 
keit sogar konstant. 

Jetzt betrachten wir eine nach der Bogcnlange parametrisierte Geodatische der Lange / in 
einer beliebigcn Ricmannschc Mannigfaltigkcit und definicren W 1 Y und V wie oben. Dann 
ist L'(0) = 0, weil c eine Geodatische ist und die Variation feste Endpunkte hat. Wenn fiir 
die Schnittkriimmung K (langs der Geodatischen) 

gilt, ist L"(0) < 0, d.h. die Geodatische der Lange I ist keine Kiirzeste. Das liefert den 



Satz 91 (Satz von Bonnet-Myers: 1. Version). Sei (M,g) eine vollstandige, zusam- 
menhangende Riemannsche Mannigfaltigkeit, dimM > 2. Es gebe S £ R, so daft 

K>S>0 

fiir die Schnittkriimmungsfunktion K von (M, g) . Dann ist M kompakt und 
diam(M) := sup {d(p, q); p,qe M} < -JJ=. 



Beweis. Nach dem Satz von Hopf-Rinow gibt es zwischen je zwei Punkten eine kiirzeste 
Geodatische. Hatte diese Lange I > -^=, so ware 

TT 2 

K>6> ¥ , 

also die Geodatische keine Kiirzeste. Dahcr ist diam(M) < Insbesondere ist M also 
beschrankt und natiirlich abgeschlossen, also nach dem Satz von Hopf-Rinow kompakt. □ 



54 



Fiir eine kiirzeste Geodatische der Lange I in cincr bclicbigcn Ricmannschc Mannigfaltigkeit 
ist also 



< L"(0) = K(acw)j sin 2 jdt. 

Sind W2 , ■ ■ ■ , W m parallclc Einhcitsvektorfelder orthogonal zu c, so folgt durch Anwendung 
auf jedes einzelne und Summation 

0<^ ^--^gtf^j sin^dt. 



1st also der Mittelwert 



^ m 

— ^^((T^.) ><5>0, 



m 

so gilt / < und es folgt ebenfalls die Behauptung des Satzes von Bonnet-Myers. Das fuhrt 
zum Bcgriff der Riccikriimmung. 

Definition 92. Sei (M,g) cine Ricmannschc Mannigfaltigkeit. 
(i) Fiir p e M und X e T p M definiere 



m 

-icX := -V^I.E.IE, 

m — 1 ^— ' 



Ric. 

m - 

Dabei seien E\, . . . , -E m eine Orthonormalbasis von T p M . Die Definition ist unabhangig 
von der Wahl der vgl. nachstehende Bemerkung. Sic liefcrt ein Tensorfcld vom 
Typ (1,1), den sogenannten Riccitensor. 7 Aus den Krummungsidentitaten folgt die 
Selbstadjungicrthcit von Ric: 

g(RicX,Y) = g(X,RicY). 

(ii) Weiter definiert man die symmctrischc Bilinearform 

ric(X,Y) := g(RicX,Y). 
Der Wert ric(X,X) heiBt auch die Riccikriimmung auf X. 

Zum besseren Verstandnis von Ric und ric. 

1. Ric ist durch ric eindeutig bestimmt. 

2. ric als symmetrische Bilinearform ist vollstandig bestimmt durch die quadratische 
Form vic(X,X). Es gilt 



ric(X, X) = -J— V g(R(X, Ei)E u X) 
m — 1 

i=i 

m 1 

= r- VsW.^X.Si) - -Spuri?(.,X)X. 

m — 1 ^-^ m — 1 

Damit sind ric und Ric unabhangig von der gewahlten ON-Basis. 



7 Dcn Grund fiir die Normicrung mit m — 1 statt mit in erklaren wir unten. 
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3. Insbcsondere kann man ~E\ in Richtung X wahlcn. Dann ist R(Ei, X)X = 0, und 
wenn \\X\\ = 1 ist, folgt 



ric(X, X) = — - J2K(a x , Ei ). (59) 

Also ist ric(X, X) das Mittel der Schnittkriimmungcn auf m — 1 zucinandcr orthogo- 
nalen Ebenen durch X. Das ist der Grand fiir die Normierung mit m — 1. In Raumen 
konstanter Kriimmung K wird 

Ric = Kid. 

4. Die Mittelung iiber die Schnittkriimmungen kann man auch kontinuierlich verstehen: 

Lemma 93. Sei A ein selbstadjungierter Endomorphismus des R n . Dann ist 
1 

Snnr A — 

vol(S" 



Spur 1 ----- — j-^— j-j ^ • - • <ic7 S „-i. 



Beweis. Wir schreiben A = ^i-^i wobei die \i die Eigcnwcrte und die Pi die Ortho- 
gonalprojektionen auf die Eigenraume sind. Dann ist 

J < Ax, x > da sn -i — J < PiX,x > dcr sn -i 

= ^2 J(< Pi x > x > + •••+< P n x, x >)da sn -i 

= -(Spur Avoirs'"- 1 ). 
n 

□ 

Mit (59) erhaltcn wir 

Satz 94 (Satz von Bonnet-Myers: 2. Version). Sei (M,g) eine vollstdndige, zusam- 
menhdngende Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension > 2. Es gebe S > 0, so 

hc(X,X) > S\\X\\ 2 

fiir alle X € TM. Dann ist M kompakt und 

diam(M) < -^=. 
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15 Der Satz von Synge 



Satz 95 (Lemma von Synge). Sei (M,g) eine orientierbare Riemannsche Mannigfal- 
tigkeit gerader Dimension mit positiver Schnittkriimmung K > 0. Sei c : [0,L] — > M ei- 
ne glatt-geschlossene Geod&tische der Lange L(c) = L > 0. Dann gibt es eine Variation 
V(t, r) = c T (t) von c, so daft alle Nachbarkurven c T ,r^0 glatt geschlossen und kixrzer als 
L sind. 



Beweis. Die Parallclvcrschiebung von Vektorcn X e T C ( )M mit X _L c'(0) langs c liefert 
eine orthogonalc Abbildung $ von T C ( )M auf T c ij^M = T c rmM. Eine Orientierung von M 
liefert eine solche von T C ( )M, und <f> ist orientierungstreu. Daher besitzt II einen Eigenvektor 
zum Eigenwert +1, d.h. einen Fixvcktor ^ 0. Sei X das durch Parallelverschiebung dieses 
Vektors erhaltcne Vektorfeld. Beachte, daB X glatt geschlossen ist. Dann ist 

V(s,t) := exp(tX(s)) 

eine Variation von c, und fiir die 2. Ableitung des Langcnfunktionals gilt nach der Formel 
von Synge 

L"(0)=I(X,X), 

der Integralfreie Term fallt wegen der Geschlossenheit der Geodatischen weg. Also haben 
wir 

L"(0) = -^J g{R{X,c')c',X)ds = -* K \\X\\ 2 ds < 0. 
Daraus folgt die Bchauptung. □ 



Satz 96 (Satz von Synge). Eine zusammenhangende, kompakte, orientierbare Riemann- 
sche Mannigfaltigkeit (M, g) gerader Dimension mit positiver Schnittkriimmung K > ist 
einfach-zusammenhangend. 



Der Beweis ist eine einfache Konsequenz aus dem Lemma von Synge und dem nachstehenden 
Lemma. Zunachst die folgende 

Definition 97. Zwei geschlossene Kurven co,c\ : [a, b] — > M heiBen (in M) frei homotop, 
wenn es eine Abbildung H : [a,b] x [0,1] — > M gibt, so daB gilt 

H(t,0)=co(t), H(t,T) = c 1 (t) fiir alle t, (60) 
H(a, t) = H(b, t) fiir alle r. (61) 

Freie Homotopie ist cine Aquivalenzrclation. Die Aquivalcnzklasscn hciBcn freie Homotopie- 
klassen. 

Bemerkung. Diese Definition macht Sinn fiir einen bcliebigen topologischen Raum M und 
stetige Abbildungen a bzw. H. Ist M eine Mannigfaltigkeit, so gibt es in jeder freien Homo- 
topieklassc cine geschlossene C°°-Kurve, und je zwei solche sind durch eine C°°-Homotopie 
verbunden. Man kann sich dann also auf „glatte Homotopieklassen" beschranken. 

Lemma 98. Sei (M, g) eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann gibt es in jeder 
freien Homotopieklasse eine glatt-geschlossene Geoddtische, die die Lange in der Homoto- 
pieklasse minimiert. 
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Beweis. Kurven seien im folgcnden stiickweise C°°. 

Weil M kompakt ist, gibt cs cine cndliche offene Uberdeckung (Uk) von M durch geodatisch- 
konvexe offenen Mengen. Weiter gibt es nach dem Lemma von Lebesgue ein e > 0, so daB 
jede Menge vom Durchmesser < 3e, insbesondere also jede Kurve der Lange< 3e, in cincm 
der Uk enthalten ist. 

Definition. Einc gcschlossene Kurve c : [0, 1] — > M hcifit speziell, wenn cine Zcrlcgung 

= t < h < .. . < t N = 1 
mit folgender Eigenschaft existiert: 

Fur alle j ist c\[ tj ltt .] cine kiirzeste Geodatische zwischen c(tj-\) und c(tj) von der Langc 
< e. 

1. Schritt: Zu jeder geschlossenen Kurve c : [0, 1] — > M gibt cs cine homotope spcziellc 
Kurve, deren Lange nicht groBer ist. 

Beweis: Wahle cine Zerlegung 

= t < ii < ... < t N = 1, 

so daB L(c|r t ._ 1)t .i) < e fiir alle j. Dann ist cL._ lit .i eine Kurve in einer der geodatisch 
konvexen Mengen Uk und laBt sich dcshalb homotop deformicrcn in die kiirzeste Geodatische 
von c(tj_i) nach c(tj). Auf diese Weise crhalt man cine zu c homotope und nicht langcrc 
geschlossenen Kurve. 

2. Schritt: Sei a eine freie Homotopieklasse und I das Infimum der Langen von Kurven in a. 
Dann gibt es cine Folgc gcschlosscner Kurven Cj in a, deren Langen gegen I konvergieren, 
und die samtlich speziell sind (1. Schritt). Wir konnen weiter annehmen, daB keine dieser 
Kurven langer als 21 ist. 

3. Schritt: Man kann die Folge der a so wahlcn, daB sic samtlich dicselbc Anzahl N von 
Tcilpunktcn 

= 4 < A < . . . < t% = 1 

haben. 

Beweis: Wir betrachten eine spezielle Kurve c = Cj mit einer Zerlegung 

= t < h < ... < t N = 1. 
Wir betrachten folgende Teilkurven: 

N 

lr :=c| [W2r+2 ], r = 0,...,[— ] - 1. 
Hat jede dieser Kurven eine Lange> e, so ist 

2*>£(c)>^>( 7r )>[^] e , 

i.e. 

< 2(^ + 1). 

Das bedeutet aber: Ist umgckchrt N > No :— [2(— + 1)], so ist wenigstens ein j r kiirzer 
als e und damit in einem Uk enthalten. Also kann man 7 r homotop ersetzen durch die 
kiirzeste Geodatische von r y r (2r) nach 7 r (2r + 2) und hat c durch cine homotope spezielle 
Kurve ersetzt, die cinen Teilpunkt weniger hat. Man kann daher annehmen, daB kein Ci mehr 
als No Teilpunkte hat. Weil man aber belicbig Tcilpunktc cinfugen kann, kann man sogar 
annehmen, daB alle a genau Teilpunkte haben. 
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4. Schritt: Nach Wahl einer Teilfolge der konnen wir annehmen, daB fur alle j E {1, . . . , N} 
der Grenzwert 

Pj = limci(^) 

exisitiert. Die kiirzesten Geodatischen zwischen diesen Grenzpunkten bilden eine geschlos- 

sene Kurve c der Lange I. 

Beweis: 

L(c) =^2d(pj,p j+l ) 

= ^d(limc i (f}),Umc i (t} +1 )) 

= X)limd(c i (t5),c 4 (t5 +1 )) 
= ^limi( Ci | [tl)t i +i)] ) 
= limL(ci) 

= i. 

5. Schritt: Es gibt ein io, so daB fiir alle i > io und alle j E {0, . . . , iV} 

d(Pj,<k{tj)) < e, 

Wir wahlen i = iq. Dann ist 

d{Pj,Ci{t) +1 )) <2e 
und weil d(j>j,pj + i) < e, liegen die 4 Punktc 

in einem geodatisch konvexen Uk- Daher laBt sich c 
homotop in c, deformieren und liegt also in a. 
Schliefilich liegen pi und in einem Uk- Die 

Kiirzeste zwischen diesen Punktcn liegt dann auch 
in Uk und ist deshalb homotop zu dem Bogen von c 
der pi und Pi+2 verbindet. Weil L(c) aber minimal 
in der Klasse a ist, fallen dicse bciden Verbindungen 
von pi nach Pi+2 zusammcn und c hat - im Gegensatz 
zum nebenstehenden Bild - in Pj+\ keinen Knick. 
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16 Der Satz von Hadamard-Cartan 



Sei Y ein nicht-triviales normales Jacobifcld langs der nicht-konstanten Geodatischcn c mit 
Y(0) = 0. Dann gilt fur die Funktion f(t) := \g(Y(t),Y(t)) 

f = g(Y,Y), 

f = g(Y, Y) + g{Y, Y) = g(Y, Y) - g(R(Y, 6)6, Y). 

1st die Schnittkriimmung von M nicht positiv, so ist / also konvex mit /(0) = /'(0) = 0. 
Insbesondere hat / keine Nullstellen auBer und wir erhalten das 

Lemma 99. Geodatische in Riemannschen Mannigfaltigkeiten nicht-positiver Schnittkriimmung 
besitzen keine konjugierten Punkte. 



Satz 100 (Hadamard-Cartan). Sei M eine vollstandige, zusammenhdngende Riemann- 
sche Mannigfaltigkeit nicht-positiver Schnittkriimmung. Dann ist fur jedes p € M 

exp : T p M -» M 

eine Uberlagerungsabildung. Ist M also einfach zusammenhdngend, so ist exp : T p M — > M 
ein Diffeomorphismus. 



Beweis. Nach dem Lemma und Satz 78 ist exp : T p M — > M ein lokaler Diffeomorphismus. 
Mit exp* g wird T p M cine Ricmannschc Mannigfaltigkeit und exp cine lokale fsometrie. 
Die kanonisch paramctrisicrtcn Geradcn durch in T p M werden auf Geodatische in M 
abgebildct, sind also Geodatische in T p M beziiglich der zuruckgeholten Mctrik. Also ist 
T p M mit dieser Mctrik vollstandig. Aus dem Satz 57 iiber Riemannsche Uberlagerungen 
folgt die Behauptung. 

□ 
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17 Riemannsche Submersionen 



Definition 101. Sei ir : (M,g) — > (M,g) eine Submersion von Riemannschen Mannigfal- 
tigkcitcn. 

(i) Fin p G M ist 

M p := ^(MlcM 
cine Untermannigfaltigkeit der Dimension dim M — dim M, die Faser iiber p. 

(ii) Fin p E M definiere 

Vpir := TpM^p) = ker dp7r 
F p -tt := (TpM^p))^ 

V^7r und i/p7r heifien der Vertikalraum bzw. der Horizontalraum von 7r. Es ist 

TpM = VpTT #p7T, 

und wir bezeichncn mit X = X'" + X h die entsprechende Zerlegung. Ein Tangenti- 
alvcktor v G Vpir bzw. w G £/p7r heiBt vertikal bzw. horzontal. Auf die offensichtliche 
Weise definiert man die BegrifTe horizontales Vektorfeld, horizontale Kurve etc. 

(iii) 7r hciBt cine Riemannsche Submersion, wenn fur alle p e M 

dpAn.M-HpM^T^M 

eine lineare Isometrie ist. 
Sei im folgenden n : (M,g) — > (M.g) eine Riemannsche Submersion. 

Lemma 102. fij £m Vektorfeld X auf M besitzt einen eindeutigen horizontalen Lift, 
d.h. es gibt genau ein Vektorfeld X auf M, welches horizontal ist, und fur welches 
dir(X) — X o 7r gilt. 

(ii) Eine regulare Kurve c : J — > M besitzt zu gegebenem t G J p G M c / to ), einen 
eindeutigen horizontalen Lift von c mit Anfangswert p. D.h. es gibt eine eindeutig 
bestimmte horizontale Kurve c : J — > M mit c(t ) = p und tt o c — c. 

Beweis. 

Zu (i). Trivial. 

Zu (ii). Es geniigt zu zeigen, da8 es auf cincr hinreichend kleinen Umgebungvon to einen 
eindeutig bestimmten horizontalen Lift mit Anfangswert p gibt. Mit einem Zusammenhang- 
sargument folgt dann die globale Aussage. 

Nach dem Rangsatz konncn wir J crfordcrlichcnfalls durch ein klcineres Intervall (wieder J 
genannt) um den Punkt to ersetzen, so daB N := c(J) eine Untermannigfaltigkeit von M ist, 
auf der c ein Vektorfeld X mit X oc = c definiert. Wegen der Submersionseigenschaft von tt 
ist N := n^ 1 (N) eine Untermannigfaltigkeit von M, und 7t|jy : N — > N ist eine Riemannsche 
Submersion. Die Integralkurve c mit c(to) = p des horizontalen Lifts X von X in N mit ist 
cine horizontale Kurve. Fin sie gilt 

^-(n o c) = dn(c) = X^oi- 
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Damit sind c und 10c Intcgralkurven von X mit tt o c(to) = c(t ). Daher gilt tt o c = c. 
Die Eindcutigkeit von c folgt daraus, daB c offenbar eine Integralkurve von X sein muB und 
Intcgralkurven durch den Anfangspunkt eindcutig bestimmt sind. □ 

Lemma 103. (i) tt erhalt die Lange von horizontalen Kurven und verkiirzt die Lange 
anderer Kurven. 

(ii) 1st c : J — > M eine Geoddtische, so ist ein horizontaler Lift von c ebenfalls eine 
Geoddtische. 

(Hi) Ist c : J — > M eine Geoddtische mit horizontalem c(t ), so ist c horizontal, und tt o c 
ist eine Geoddtische in M. 

(iv) Ist (M,g) vollstdndig, so auch (M,g), falls M zusammenhangend. 

Beweis. Zu (i). Folgt aus 

\\drr(XW = \\d7r{X v + X h )\\ 2 = \\drr{X h )f = \\X h \f < \\X\\ 2 . 

Zu (ii). Sei c ein horiontalcr Lift von c. Weil c lokal Kiirzeste ist, ist nach (i) auch c lokal 
Kiirzcstc. AuBerdem ist c mit konstanter Geschwindigkeit parametrisiert, weil dasselbe fur 
c gilt. Daher ist c Geodatischc. 

Zu (Hi). Sei o.E. c(to) ^ 0. Sei c die Geodatischc mit c(io) — dir(c(to)). Dann ist c nicht 
konstant und der horizontalc Lift von c durch to mit Anfangswert c(0) eine Geodatische mit 
dcmsclbcn Anfangspunkt wie c. Aber der horizontalc Lift von c(t ) ist c(to). Also hat der 
horizontalc Lift von c auch dcnsclbcn Anfangsvcktor wie c. Daher ist c der horizontalc Lift 
von c und c = tt o c. 

Zu (iv). Trivial nach (iii) und dem Satz von Hopf-Rinow. □ 



Lemma 104. Seien X,Y Vektorfelder auf M mit horizontalen Lifts X,Y und W ein ver- 
tikales Vektorfeld auf M. Dann gilt: 

[X,Y] h = [Xy], (62) 
[W,X] = [W,X]\ (63) 

V^Y = VxY+ 1 -[X,Yr, (64) 
g(V w X,Y) =5(V^,7) - - l -g{W,[X,Y]). (65) 

Beweis. Zu (62). Die Vektorfelder X,Y und die Vektorfelder A, Y sind 7r-verwandt: 

dTT(X) = X O TT, dTT{Y)=Y0TT. 

Daher gilt 

dTT([X,Y}) = [X,Y]o 7 T. 

Also ist [X, Y] h = \X^Y] und cs folgt (62). 

Zu (63). Die Vektorfelder W, X und die Vektorfelder 0, A sind 7r-verwandt. Daher ist 

dir([W,X]) = [0,A]ott = 0. 
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Also ist [W, X] vertikal. 

Zu (64)- Die Levi-Civita-Formcl licfcrt fur ein beliebiges Vcktorfcld U <G T(TM) 

2g(U, V X Y) = Xg(U, Y) + Yg(U, X) - U~g(X, Y) 

+ g(X, [U,Y])+g(Y, [U,X])-g(U, [Y,X]). 

Wir betrachten zunachst den Fall cines horizontalen U = Z. Dann ist 

Xg(U, Y) = Xg(Z, Y) - X(g(Z, Y) o it) ~ Xg(Z, Y) 

und 

g(X, [U, Y\) = ~g(X, [U, Y] h ) = g(X, [Z, Y\) = g(X, [Z, Y]) 

und entsprechend fiir die anderen Terme. Also folgt 

2~g(U,VxY) = 2g{Z,V x Y)=2~g{U,VxY). 

Fiir vertikales U verschwindcn offcnbar die beiden ersten Terme der Levi-Civita-Formel. Der 
dritte ist ebenfalls 0, weil g(X,Y) — g(X,Y) o ir in vcrtikalcr Richtung konstant ist. Nach 
(63) verschwinden die beiden nachsten Terme der Levi-Civita-Formel, und es bleibt nur der 
letzte: 

2g(U,VxY) - -~g(U,[Y,X}) = g(U,-[Y,X] v ). 
Der Vertikalanteil von V^F ist also \[X,Y] V . 
Zu (65). Es gilt 

g(V w X,Y)=g(V x W,Y)+g([W^,Y) = -g(W,V x Y) = ~g(W,[X,Y]). 

=o 

□ 



Satz 105 (O'Neill). Seien n : (M,g) — > (M,g) eine Riemannsche Submersion und X,Y 
orthonormale Vektorfelder auf M. Dann gilt fiir die Schnittkriimmungen 

K(a XY ) = K(a X y) + 3 -\\[X,Yrf. 

„Der Basisraum einer Riemannschen Submersion hat groflere Kriimmung als der Total- 
raum. " 

Bemerkung: Die obige Formel suggeriert, daft der Ausdruck [X, Y] v tensoriell ist. Das kann 
man leicht bestdtigen. 



Beweis. Es gilt 

g(R(X, Y)Y, X) = g(V x VyY, X) - g{V 9 V x Y, X) ~ g{V M Y, X). 
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Der zweite Term rechts liefert 

~g{V Y V x Y, X) = g(V Y «V x Y) h + ^ X Y) V ), X) 

= ~g(V Y (V x Y)\ X) + g{y Y {V x Y)\X) 

- g(V Y V X Y,X) + ~g(V Y (^[X, ?})"), X) 
= 9 (VyVxY, X) - l -g{[X, Y]) v , V Y X). 
= g(V Y V x Y, X) - \g{[X, Y]) v , [Y, X] v ). 
= g(V Y V x Y,X) + \g{[X,Y])\ [X,Y] V ). 

Der erste Term liefert mit der gleichen Rechnung 

g(V x V Y Y,X)=g(V x V Y Y,X), 

wcil [Y, Y] = 0. 
Der dritte Term ist 

[x , Y ] Y ' x ) = 9{^([x,9\k+[x, Y ]v) Y i X ) 

= 9(V [X!Y]h Y,X)+g(V M Y,X) 

= g{V [x , Y] Y,X)- l -g{[X,YY,[Y,XY) 
= g(V lx , Y] Y, X) + l -g{[X, Y}\ [X, ff). 

□ 

Beispiel 106. Sei G eine Liegruppe mit biinvarianter Metrik und H C G cine abgcschlossene 
Untergruppe. Dann hat G/H eine kanonische Mannigfaltigkeitsstruktur, die die kanonische 
Projektion n : G — > G/H zu cincr Submersion macht. Weil die Rechtstranslationen Iso- 
mctrien sind, besitzt G/H cine eindeutig bcstimmte Ricmannschc Metrik, so daB 7r eine 
Riemannsche Submersion wird. Solchc Quotienten heiBen normale homogene Raume. Sie 
sind tatsachlich homogen in dem Sinnc, daB die Linkstranslationen von G Isomctricn von 
G/H induzieren, die transitiv auf G/H operieren. 

Wir bctrachtcn konkret den Fall G = S 3 der Quaternionen vom Betrag 1 und 

H = Gn(R + it). 
Dann ist H genau die Isotropiegruppe der Aktion 

7r : S 3 x S 2 — > S 2 , q i ► qiq~ = qiq- 

Dabei ist S 2 die Einhcitssphare im Raum der imaginaren Quaternionen. Die Metrik auf S 3 
sei induzicrt von der Standardmetrik auf EH = R 4 : 

(a, b) = Re(a6). 

Das liefert eine biinvariante Metrik auf G = S '' . Deshalb konnen wir uns im folgendcn auf 
die Faser iiber i beschrankcn. Diese ist gegeben durch 

S 3 = {qeS 3 \qiq = l} = H. 
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Wir findcn in p = 1 G S 3 : 

TiS 3 =ImH, 
V\tt = iR, 
Hiir = jR + kR. 

Weiter ist 

ai7r(u) = t> + liv = vi — iv = < 

\2vi fur w e iJi7r. 

Fiir horizontales v ist also beziiglich dcr von (. , .) induzierten Metrik 

IMi7r(t;)|| = 2|M|. 

Damit ir eine Riemannsche Immersion wird, mu8 man also die Metrik auf S 2 mit dem Faktor 
\ multiplizicrcn. Die Kriimmung von S 2 ist dann konstant = 4. 

Die Vektorfcldcr x xj und x \— > xk sind horizontale Vektorfelder, weil x i— > xi vertikal ist: 

d q ir(qi) = qiiq + qi iq = 
Wir berechnen die Licklammcr [a; j, xfc] . Es gilt 

cxp(tkj) = cos i + sin t j 

und 

[xj,xk]i = -^\oAd cxptxj xk= — | (cosi + sint j)k(cost - s'mt j) = jk + k(-j) =2i. 
Damit crgibt sich fiir die Schnittkriimmungen aus der O 'Neill-Formeln 

K(TpM) = 1 + ^||2i|| 2 = 4, 
wie fiir die skalierte Metrik auf S 2 zu crwartcn. 

□ 
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18 Der komplexe projektive Raum 



Die komplcxcn Geraden im C m bilden den m-dimcnsionalcn komplcxcn projektiven Raum 
CP m . Idcntifiziert man die Geraden mit den unitaren Orthogonalprojektioncn vom Rang 1 
beziiglich des hermiteschen Skalarprodukts 

so crhalt man CP m eingebettet in den Raum der End(C m+1 ). 8 Wir verzichten auf den 
Nachwcis, daB das cine reell 2m-dimcnsionalc Untermannigfaltigkcit ist. 

Bctrachten wir auf End(C m+1 ) das reelle Skalarprodukt 

(A,B) := iRcSpur c (AEr), 

so erhalt dieser Raum und damit CP" 1 cine Ricmannsche Metrik, die wir jetzt untersuchen 
wollen. Genauer wollcn wir in Anlehnung an den rccllcn Fall die Geometrie auf dem projek- 
tiven Raum mittels der Geometrie auf der Einheitssphare im C m+1 bcschrcibcn. Allcrdings 
ist die Projektion 

7T : C m+1 D S 2m+1 -» End(C m+1 ), x ~ n(x) := (. , x)x 

in diesem Fall nicht mehr cine zwciblattrige Uberlagerung, weil komplcxcn Geraden die 
S 2m+1 nicht in zwei Punkten sondcrn in cincm Grofikrcis schncidcn: Die Faser von tt durch 
x ist 

tt-^Mz)}) -Cin S 2m+1 = {e^x \0£R}. 
Das Euklidische Skalarprodukt auf C m+1 = R 2m + 2 ist gegebcn durch 

(x, y) = Re(x, y) = ^((x, y) + (y, x)). 

Das Differential von ir. Fiir p € S 2rn+1 und 

v G T x S 2m+1 = {ve C m+1 | (v, x) = 0} 

crhaltcn wir 

d x ir(v) = (.,v)x + {.,x)v 

Der Kern ist also gegebcn durch 

V x := kerrf x7 r = {v £ T x S 2m+1 \ v £ Rix}. 

Insbesondere ist tt vom Rang m und daher eine Submersion. 
Der Horizontalraum, ist 

H x = {v £ T x S 2m+1 | (v, ix) = 0} = {v £ T x S 2m+1 | (v, x) - 0} = {v £ C m+1 \ (v, x) = 0}. 

Der Horizontalraum wird unter dir also isomorph auf den Tangentialraum T 7r ^CP 2m+1 
abgebildet und soil uns im folgcnden als Modell fiir diesen Tangentialraum dienen. Wichtig 
ist die Beobachtung, daB 

H x = H e i<t, xi 

so daB der Horizontalraum in alien Punkten cincr Faser „derselbe" ist. 

8 Eigentlich sogar in den der selbstadjungicrtcn Endomorphismen. 
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Die Metrik auf CP m . Wir zcigcn nun, daB it cine Riemannsche Submersion ist: Fiir 
v,w £ H x gilt 

(d x ir(v),d x ir(w)) = (v,w). 



Beweis. 

2(d x n(v),d x ir('w)) = Re Spm[d x n(v) o d x n(w)] 

= Re Spur[((., v)x + (., x)v) o ((., w)x + (., x)u>)] 

= Re Spur[((., w)x + (.,x)w, v)x + ((., w)x + (., x)w, x)v] 

= Re Spur[((., x)w, v )x + ((., w)x, x)v] 

= ReSpur[(., x)(w, v)x + (.,w)(x, x)v] 

= ReSpm[(.,x)(w,v)x + (.,w)(x, x)v] 

= Re[(w, v) + ^(ej, e»)] 
= Re[(w, w) + (w, w)] 
= 2(u,u;). 

□ 

(Fast)komplexe Struktur. H x ist cin komplexer Untervektorraum von C m+ , und die 

Multiplikation mit i in diesem Vektorraum induziert auf TCP" 1 ein Endomorphismcnfcld 
J : TCP" 1 — > TCP m . Dafiir gilt 

VJ = 0, 

d.h. 

Mit J wird jeder Tangcntialraum T p CP m cin komplexer Vektorraum, und man schrcibt 
iiblicherweise statt JX. Damit ist CP" 1 eine sogcnannte fastkomplexe Mannigfaltigkeit. 
CP' m ist sogar eine komplexe Mannigfaltigkeit: Es gibt einen Atlas komplexer Karten mit 
holomorphen Kartenwechseln, aber darauf gehen wir nicht cin. 

Beweis. Es gilt 

Vx(JY)-JV x (Y) = vTiJY) - J^xTy) = 0. 

Wir bezeichnen mit V° die Levi-Civita-Ablcitung der S 2m+1 . Dann ist nach Lemma 104 

VxVY) = (V x (/Y)) h = (V%m) h = {iV%Y) H . 

Andrerseits ist 

JV x {Y)=iV x {Y) = i(V\Y) h . 

Weil aber H x invariant unter i ist, folgt die Bchauptung. □ 

Geodatische. Die horizontalen nach der Bogenlange parametrisicrtcn Gcodatischen in 
S 2m+1 sind von der Form 

c(s) = cos s x + sin s v 

mit v £ H x , d.h. (v,x) = und \\v\\ = 1. Sic projizicrcn sich (doppclt) auf (ebenfalls ge- 
schlossene) Geodatische in CP m von der Lange tt. Das liefcrt alle Geodatischen in CP m . 
Zwei Geodatische aus ir(x) schneiden sich nach der Lange ir/2, wenn ihre Anfangsvektoren 
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(bcziiglich J) komplcx linear abhiingig sind. Andcrnfalls schneiden sie sich nur im Aus- 
gangspunkt. Bis zur Lange | sind alle Geodatischen deshalb Kiirzeste. Der Durchmessser 
von CP" 1 ist §. 

Beweis. Seien v,w £ H x Einheitsvektoren. Wir untersuchen, wann 

7r(cos s x + sin s v) = 7r(cos t x + sin t w) , 

d.h. wann fur cin A e C mit |A| = 1 gilt 

coss — Acosf = ,„„. 

(66) 

sinsv — A sin fu> = 0. 

1. Fall: sin s = 0. Dann ist (66) aquivalcnt zu sint = 0,coss = ±cosf. Beide Geodatische 
gehen dann durch ir(x). Insbesondere schlicBcn sie sich nach der Lange 7r, und zwar glatt 
(Gcschwindigkcitsvcktor ist cbcnfalls pcriodisch) . Im weiteren konnen wir uns daher ein- 
schranken auf 

< s,t < IT. 

2. Fall: sin s ^ 0. Dann sind v und w komplcx linear abhangig. Im Fall A = ±1 hat man sogar 
rccllc Abhangigkcit, und die Geodatischen fallen wieder bis auf die Orientierung zusammen. 
Es bleibt der Fall A ^ ±1, also coss = = cost, also s = t = |. 

□ 

Projektive Geraden. Fur x € S 2m+1 und v £ H x \{0} ist Cx + Cv eine komplcxe Ebenc, 
die S 2m+1 in einer Gro8-S' 3 trifft. Das 7r-Bild dieser S 3 besteht aus alien Orthogonalpro- 
jektionen auf (komplexe) Geraden in Ca; + Cv, ist also ein CP 1 C CP" 1 , eine sogenannte 
(komplexe) projektive Gerade g. Diese ist gleichzeitig das 7r-Bild allcr (horiontalcn) Geodati- 
schen aus x mit Anfangsrichtung in Cv C H x , also das Bild aller Geodatischen in CP m aus 
tt(x) mit Anfangsrichtung in Spann{c?7r(t>), J<Itt(v)} = Cdn(v). Weil J parallel ist, bleibt 
(c, Jc) eine Basis des Tangentialraums an g langs c(t) = exptv, d.h. es gilt allgcmcin: Ist 
p £ CP m ein Punkt einer komplexen Geraden g und u £ T p CP m tangential an g, u ^ 0, so 
ist 

g = exp(Cu) = exp(T p 5). 

g ist eine sogenannte totalgeodatische Untermannigfaltigkeit. Nach dem vorangehenden Ab- 
schnitt ist g eine Kreisscheibe vom Radius ir/2, bei der der Rand zu cinem Punkt kontrahicrt 
ist, also eine 2-Sphare vom Umfang tt. 

Jacobifelder. Fiir Euklidisch orthonormalc x,v,w mit (x,v) — (x,w) = ist 

c T (t) = costx + sint(cosr v + sinr w) 

cine Variation von c ~ Co durch horizontale Geodatische. Das zugchorige Jacobifeld ist 
Z(t) = sintw. (Beachte, daB w ein in C m+1 konstantes, an S 2m+1 tangentiales Vektorfeld 
langs c ist.) Die horizontale Komponente von Z ist 

„, . h . ,. , ,, .. , I i sin2t ic(t), falls w = iv 

Z{t) h = sintw - (sin tw,ic(t))ic(t) = I 2 w 

sintw, falls w _L Cv. 



Beweis. 

c(t) = cos t x + sin t v. 

2. Fall: (v,w) = 0. 

Z(t) h = sint w — (sinf w, ic{t))ic(t) = sint w — (sint w, zcost x + isint v)i(cost x + sint v) 
= sin t w — sin 2 t{w, iv)i(cos t x + sin t v) = sin t w. 
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1. Fall: w = iv. Dann erhalt man wie oben 

Z(t) h = s'mt iv — sin 2 t i(cost x + s'mt v) = ismt(v — sin t cost x — sin 2 t v) 
= isint cos t (— sin t x + cos t v) — sin t cos t ic(t) . 



□ 



Das Jacobifeld der Variation ttoc t von ttoc ist offenbar Y — d c ir(Z) = d c n(Z h ) und Y = Z h . 
Mit Lemma 104 finden wir Y = dir(Z h ), also 

^ | — 4F fiir w = iv, 
\-Y fiirw_LCw. 

Kriimmungstensor. Fiir p e CP m und X e T p CP ,n sci n x die Euklidische Orthogonal- 
projektion auf Spann{X, JX} — CX . Dann gilt fiir den Kriimmungstensor von CP" 1 und 
Y _L X 

R(Y,X)X = Y + m x (Y). (67) 
Insbesondere liegt die Schnittkriimmung zwischen 1 und 4, vgl. die Formel von O'Neill. 
Beweis. Nach dem vorigen Absatz und der Jacobigleichung ist 



R(Y, X)X = 



I AY, falls Y = iX 
\Y, falls Y±CX 

Y + 31Jx(Y), falls Y = iX odcr _L CX. 



Aus der Lincaritat beider Seiten folgt die Behauptung dann fiir alle Y _L X. Damit ist 
die Schnittkriimmungsfunktion von CP m vollstandig bestimmt. Damit ist aber auch der 
Kriimmungstensor bestimmt, vgl. Lemma 68. □ 
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19 Vergleich von Jacobifeldern 



Wir crinnern daran, daB die normalen Jacobifcldcr in Raumen konstanter Kriimmung k mit 
den Anfangsbedingungcn Y(Q) = 0, Y(0) = w gegeben sind durch Y(s) = sin K sW, wobei 
W durch Parallel verschiebung von w entsteht, wahrend 



sin \/ks 
s/k 



fiir k > 0, 

sin K s = { s fiir/t = 0, 

Slnh ^ fiir k < 0. 

-K 



Satz 107 (Vergleichssatz von Rauch 9 und Buser/Karcher 10 ). Sei (M,g) eine Rie- 
mannsche Mannigfaltigkeit, c : [0, b [— > M eine nach der Bogenlange parametrisierte Geoddti- 
sche, Y ein normales Jacobifeld langs c mit Y(0) = 0,F(0) ^ 0. K bezeichne die Schnitt- 
kriimmung von M . 

Sei c K : [0, b [— > M K eine nach der Bogenlange parametrisierte Geodatische in einer Rie- 
mannschen Mannigfaltigkeit konstanter Kriimmung k und Y K ein normales Jacobifeld langs 
c K mitY K (0) = 0,\\Y K (0)\\ - ||F(0)||. 
Seien S, A e R. 

(i) 1st K < A und in ]0, b[ kein zu konjugierter Punkt von c\, so gilt 

\\Y A \\ < ||y|| auf[0,b[. 

(ii) 1st K > 8 und in ]0, b[ kein zu konjugierter Punkt von c, so gilt 

||F||<||n|| auf[0,b[- 

Beziiglich einer Orthonormalbasis E2, ■ ■ ■ , E m von parallclen normalen Vcktorfcldcrn langs 
c schreibt sich die Jacobiglcichung als 

)■' ■ ^ /,',,V II. 

3 

Dabei ist 



R{E J1 c)c = ^R lJ E l . 

Nach den Kriimmungsidentitaten ist die Matrix Rij selbstadjungiert. 
Fiir Y = J2T=2 -L c mit ||F|| = 1 ist 

RijY'Y* = g(R(Y, c)c, Y) = K{a iY ) 

die Schnittkriimmung. 

Wir vereinbaren noch fiir S, A e K und selbstadjungiertes R folgende Schreibweise: 

(5 < R S\\X\\ 2 < (RX,X) fiir allc X, 

und entsprechend R < A. Damit reduzicrt sich der Beweis des Vcrglcichssatzes auf folgcnden 



9 Ann. Math. 1951 

10 Gromov's almost flat manifolds. Asterisque 81, 148 p. (1981). 
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Satz 108 (Analytischer Vergleichssatz). Sei (V, (. , .)) tin 


Euklidischer Vektorraum und 


Set JX . [U, U [ — > -CjllQ S y mm ^ V J tlllt O -JiUULMllLlly. OCitll 0, AA tz 


TP 




-Die Abbildung Y : [0, 6 [— » V erfiille das Anfangswertproblem 






Y + RY = 

r(o) = o, ||y(o)|| = i. 




(68) 


Dann gilt: 






(i) 1st R< A und suia > a«/]0, & [, so gilt 






sinA < \\Y\\ auf [0, 6 [. 




(69) 


(ii) 1st 8 < R und hat keine Losung von (68) eine Nullstelle 


to ]0, b [, so gilt 




PI < sin* auf [0,b[. 




(70) 


Zu (i). Wir zeigen 






Bm » y ™ = 1 

t\o smA t 




(71) 



und 

d - ran > o. (72) 

at smA i 

Daraus folgt dann offenbar (69). 

Zunachst ist nach der Definition dcr Diffcrcnzierbarkeit 

Y(t) = t(Y(0) + a(t)) mit Jim a(t) = 

sin A t = til + /3(t)) mit lim (3{t) = 0. 

Daraus folgt (71). 

Weiter ist ||Y|| > auf ]0,e[ fur hinreichend kleines e <g]0,&[, so daB dort ||F|| eine C°°- 
Funktion ist. Es folgt 

£ =< f - M > +p^(£lW^2il£} a< f. p| > • (™) 

>o 

Wegen 

— (uv — ww) = uv — uv 
dV ' 

kann man die Quotientenregel auch so schreiben: 

^0 = "~2 ((™ _ "")*=<• + y («« - Uv)dt 
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Damit erhalten wir auf ]0, e [ wegen ^ sinA +A sinA = 

d urn i r/d 2 



— f(- 



dts'mAt (sinA t) 2 J \dt 2 



Y\\ sin A t + A\\Y\\ sin A t dt 



>0 



1 

> 



/^(<r,y>+A<y,y>)* 

< Y + AY, Y > dt 



(73) (sin A t) 2 

1 /" siiiA^ 

= (sin A t) 2 7 W 

=<(A-_R)y,y>>o 

> 0. 

Daraus folgt (72), also auch (69), auf ]0, e [, und offenbar kann man e — b annehmen. 

Zu (%%). Zunachst stellen wir fest, daB wir o.E. sin«5 > auf ]0,6[ annehmen konncn. 1st 
namlich <5 < 0, so ist das sowieso der Fall. Und haben wir fur 5 > die Behauptung 
(70) auf ]0,b[ n ]0,n/>/S[ bewiescn, so gibt es im Fall b > tt/>/6 sicher Losungcn dcs 
Anfangswcrtproblcms mit einer Nullstelle in ]0, b [. 

Wir betrachten eine Matrixlosung der Jacobiglcichung, d.h. Z : [0,6 [— > End symm (U) mit 

Z + RZ = 
Z(0)=0, Z(0) = ld. 

Dann ist Y = Zv fur v E V die vektorwertige Losung der Jacobiglcichung mit Anfangsbe- 
dingungen Y(0) = 0, Y(0) — v. Also miisscn wir zcigcn, dafi fur |M|=1: 

\\Z(t)v\\<sm s t (74) 

auf [0, b [. 

Zwischcnbcmcrkung: Z(t n ) ist fur allc t e]0,6[ invertierbar. Andernfalls ware fiir v ^ 
im Kern von Z(to) das Fcld Y = Zv cine nichttrivialc Losung der Jacobiglcichung mit 
Nullstellen in und t im Widerspruch zur Voraussetzung von (ii). Also ist Z auf ]0,b[ 
invertierbar und |jZ(i)?;| cine diffcrenzicrbare Funktion. 



Wie in (i) geniigt ( fiir \\v\\ = 1) der Nachweis der beiden Aussagen 

hmM^ 
t\fi sina t 



lim MM = ! (75) 



und 

auf]0&[ (76) 

Dabei folgt wie oben aus der Definition der Diffcrcnzicrbarkcit 

lim — — Z(t) = Id (77) 
t\o sm s t 

und daraus (75). 

Der Beweis von (76) ist erheblich schwierigcr: 
Zunachst ist 

d \\Zv\\ _ l/\\Zv\\ <Zv,Zv>smst-\\Zv\\*^ _ < Zv, Zv > sm 5 t - \\Zv\\ 2 ^^ 
dt sin s t sin 2 \\Zv\\sin 2 t 
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Dahcr gcniigt der Nachweis von 

< Z{t)v, Z(t)v > sing a - \\Z(t)v\\ 2dS ^- < (78) 
fur alle i €]0, b [ und v eV. Das ist Equivalent dazu, da8 fur alle t und v 



* , . i / \ . , > d sins t 

< Z(t)Z~ 1 (t)v, v > sin s 1 - (v, v) < 0, 



odcr fiir alle t und \\v\\ 



F(t) :=< Z(t)Z-\t)v, v > sins t - < 0. (79) 



lim F(t) = und (80) 



Dazu wollen wir zeigen, da8 

limF 

F<0. (81) 

Zuniichst ist nach (77) 

sin a i Z -1 ^) -» Id. (82) 

Mit ||v|| = 1 folgt 

d sins t " 



\\mF{t) = lim ( < Z(i)(sin 5 ^Z^^v, v > -- 
Damit ist (80) bewiesen. 



dt 



= 1-1 = 0. 



Fiir die Berechnung der Ableitung von F interessiert uns die Ableitung von 

U := ZZ~ X . 

Dafiir erhalten wir 

U = zz- 1 - zz^zz- 1 

= -RZZ- 1 - U 2 
= -R-U 2 . 

Wir stellen weiter fest, da8 U selbstadjungiert ist: Es ist namlich fiir v,w e V 
< Zv,Zw > - < Zv, Zw >= bci t = 0, 

und weiter 

^-(< Zv.Zw > - < Zv.Zw >) =< Zv.Zw > - < Zv.Zw > 
dt 

= < -RZv, Zw> + < Zv, RZw >= 0, 

da R selbstadjungiert. Also gilt < Zv, Zw > — < Zv, Zw >= iiberall, und durch Anwen- 
den auf Z~ x v und Z~ x w anstelle von v und w folgt die Symmetrie von U . 

Damit berechnen wir die Ableitung von F: 

■ ■ . dsinst d 2 sinst 

F =< Uv, v > sm$ t+ < Uv, v > , 

dt dt 2 

_ tti ■ tt dsinst . 

= — < Rv, v > sma i— < U v,v > smg t+ < Uv,v > — h o sinj t 

dt 

. . . 2 . tt dsinst 

< (o— < Rv,v >)smai— < Uv,v > sma i+ < Uv,v > — — — 

/ . dsinai 

< — < Uv,v > < Uv,v > sma t : 

\ dt 

= - < Uv,v > F, 
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also 

F+ < Uv,v > F < 0. (83) 
Dabei haben wir neben der Voraussetzung von (ii) benutzt, da8 \\v\\ = 1 und dcshalb 

< Uv,v > 2 < \\Uv\\ 2 =< Uv,Uv >=< U 2 v,v > 

ist. Leider haben wir das Zicl, namlich die Unglcichung (81), nicht erreicht. Wir werden 
stattdessen beweisen, dafi 

lim < U(t)v, v >= +oo. (84) 
t\fi 

Die cigcntlich gesuchtc Unglcichung (79) crgibt sich dann mit (80), (83), (84) aus folgcndcm 

Lemma 109. Sind F, G :]0, b [— » R differenzierbar mit 

lim F(t) = und lim G(t) el 0, +ool, 

und gilt 

F + GF < 0, 

so folgt F < 0. 

Beweis des Lemmas. Wir betrachten Fef G . Dafiir gilt nach Voraussetzung 

j f {FeS G ) = {F + FG)e$ G < 0. 
Das impliziert fiir beliebige < s < t < b 

F(t)eti G < F(s)ef> G = F(s), 

oder 

F(t) < F(s)e-X G . (85) 
Nach Voraussetzung gibt es s < t mit G(s) > fiir allc s < s - Daher ist 

n ^ - f * G - f s ° G - P G - f* G 

< e J « = e J » e Js o < e Js o , 

also e~5l G fiir s \ beschrankt. Aus (85) folgt mit lim^^o F( s ) = deshalb die Behaup- 
tung des Lemmas. □ 

Schlicfilich miisscn wir noch (84) beweisen. Das folgt aber sofort aus (82), denn 

< U(t)v,v >= -J— < Z(t)(sm s t)Z- 1 (t)v,v > . 
sing t 
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Ich gcbc hier noch eine alternative Version des Vergleichssatzes. Darin bezeichnet cos K analog 
zu sin K die Losung von y + ny = mit den Anfangsbedingungen y(0) = l,y(0) = des 
Cosinus. 



Satz 110 (Vergleichssatz fur Jacobifelder, 2. Version). Sei (M,g) eine Riemannsche 
Mannigfaltigkeit, c : [Q,L[— > M eine nach der Bogenldnge parametrisierte Geoddtische, Y 
ein nicht-triviales normales Jacobifeld Idngs c mit 

\\Y\\(0) = a, ±\\Y\\(0) = b. 

Dabei ist ^\\Y\\(0) die rechtsseitige Ableitung. 11 
Fiir die Schnittkriimmung von M gelte 

5<K<A. 

Dann gilt 

acosA+frsinA < \\Y\\ < acosa+fosin^, 
falls die linke Seite auf] 0,L [ positiv ist. 



Bemerkungen. 1. Bcachten Sie, daB wir hier obere und untere Kriimniungsschranken 
glcichzcitig fordern. Das vereinfacht insbesondere die Voraussetzungen fiir die rechte Un- 
gleichung. 

2. Fiir den friihcr bchandclten Fall a = zeigt man ^||V||(0) = ||y(0)||, so da8 wir dieselben 
Unglcichungen crhaltcn. 

3. Der Beweis dieser Version des Vergleichssatzes ist fiir die linke Ungleichung ganz ana- 
log zum Beweis der 1. Version. Der Beweis der rechten Ungleichung ist schwieriger, vgl. 
[H.Karcher, Riemannian Center of Mass Comm. Pure Appl. Math. 30(1977), Appen- 
dix A]. Wir werden den Satz nur im Spezialfall 6 = verwenden, fiir den auch die rechte 
Ungleichung analog dem friiheren Fall zu beweisen ist. 

4. In den beiden Fallen mit a = oder b = ist acos K +osin K = ||Yk||, wo k € {A, 5} und 
Y K das entsprechende „Vcrglcichsfcld" ist. 



n Diese existiert auch im Fall Y(0) = 0, weil dann Y(t) a tY(0) und Y(0) £ 0. 
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20 Langenvergleich 



Satz 111 (Langenvergleichssatz von Rauch). Seien (Mo, 50) 
mannsche Mannigfaltigkeit mit Schnittkriimmung Kq und 5, A € 1 


eine m-dimensionale Rie- 
\. Es gelte 


S < K < A. 




Seien Ms und Ma die m-dimensionalen Standardrdume konstant 
Fiir k € {0, 5, A} seien p K € M K und 


er Kriimmung 6 bzw. A. 


j K :R m ^T PK M K 




eine lineare Isometrie. 

Sei e > 0, so dafl die Exponentialabbildung von M auf der offenen e-Kugel um £ T po M 
definiert ist. Falls A > sei e < tt/vA- 

Sei c : [a, b] — ► K m eine Kurve mit \\c\\ < e und j K := expoj K c : [a, 6] — > M re . Dann gilt 


L(ja) < £(70) < £(7i)- 





c 




7G 



Beweis. Sei t G [a, b] und o.E. c(t) ^ 0. Wir setzen 



radial ._ C 0) \ C(i) 



iic(*)ir urn' 

und zerlegen 

c(t) - c(t) radlal + c(t) ± . 
Sei Y" K das Jacobifeld langs [0, 1] 9 s i— > exp(sj K o c(t)) mit 

y K (o) = o, K„(o)=j (e (c(t)- L ). 

Dann ist nach dem Gaufilcmma und Satz 78 

\\%m 2 = \\m radial \\ 2 + \\Y K (t)f- 

Aus dem Vergleichssatz fur Jacobifelder folgt 

II7a|| < ||7o|| < \\is\\ 

und daraus die Behauptung. □ 



Satz 112 (Langenvergleichssatz von M. Berger 1962). Sei (M ,go) eine vollstandige 
Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Schnittkriimmung K . Es gelte 

S < K o < A. 

Seien Ma und Ms wie oben und c K : [0, b] — ► M K nach der Bogenlange parametrisierte 
Geoddtische mit parallelem Einheitsvektorfeld W K . 

Sei a der (langs jeder Geodatischen konstante) Winkel zwischen W K und c K , also unabhangig 
von k. Sei f : [0, b] — > M eine nicht-negative differenzierbare Funktion. Wir definieren Kurven 
7 K durch 

1 K (t)=exp(f(t)W K (t)). 



Es gelte 
Dann gilt 



7T 

cosa > auf [0,sup/ [, d.h. f < falls A > 0. 



L(ja) < £(7o) < L{ ls ). 



Beweis. Wir unterdriicken den Index k und betrachten 

V(t,r) :=exp(Tf(t)W(t)). 
Dann ist j(t) = V(t, 1) und j(t) = Y t (l), wobei 

Y t (r) ~d t V(t,r) 

das Variationsvektorfeld der geodatischen Variation V der Geodatischen /xj : r >—> exp(r/(t) W(t)) 
ist. Y t ist also ein Jacobifeld langs n t . 
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Wir bezeichncn mit (.)- L die Normalkompo- 
nente beziiglich /i t . Dann hat Y t die Anfangs- 
bedingungen 

F t (0) = 8tV(t,0) = c(t) 

= cosaT^(<) + (c^))- 1 , 
V T F t (0) = Va T 9 t y(i,r)| T=0 = V dt d T V(t,T)\ T=a 

= VdJ(t)W(t) = f(t)W(t). 




Wir konnen Y t schreiben als Summe Y t — + Y^~ eines tangentialen und cines normalen 
Jacobifcldes langs /i t mit Anfangsbedingungen 



Dann ist 
und 

Weiter ist 



Y t T (0) = cos a W(t), 
V T (Y t T )(0) = f(t)W(t), 



r t T (r) = (cosa + r/(t)) 



Y i L (0)=c(t) ± , 

v r (y^)(o) = o. 

Mr) 
/(*) 



11^(0)11 = v 7 ! - cos 2 a = sir 



1^(1)11 



cos a + f(t) 



m x (i) 



Der erste Term ist unabhiingig von der Kriimmung, also vom Index n. Der zweite Term 
hingegen laBt sich mit der 2. Version des Vergleichssatzes fur Jacobifelder abschatzen, solange 
cosa > 0. Weil L(fi t ) = f(t), folgt daraus die Behauptung. □ 
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21 Winkelvergleich, Dreiecke, Maximaler Durchmessser 



Ein Dreieck ABC in einer (vollstandigen) Riemannschen Mannigfaltigkeit bestehe aus drei 
paarweise verschiedenen Punkten A,B,C und minimalen Geodatischen zwischen diesen. Be- 
achten Sie, dafi die Punkte die minimalen Geodatischen nicht immer eindeutig festlegen 
(Antipoden auf der Sphare) . 

Der folgende Satz wird iiblicherweise als zitiert als Winkelvergleichssatz von Toponogov. 
Von ihm stammt der Fall 5 > in beliebiger Dimension, den wir aber nicht beweisen. Wir 
zeigen nur den Fall 5 < 0, der auf Cartan zuriickgeht. 

Fiir zwcidimcnsionale Mannigfaltigkeiten und beliebiges S stammt der Satz von Alexandrov 
und hangt mit den Satz von Gaufi-Bonnet zusammen. 



Satz 113 (Winkelvergleichssatz von Cartan- Alexandrov- Toponogov). Seien (M,g) 
eine vollstandige Riemannsche Mannigfaltigkeit der Schnittkriimmung K mit 5 < K < A 
und ABC ein Dreieck in M mit minimalen Geodatischen als Seiten und den Eckwinkeln 
a, (3, 7 in der iiblichen Anordnung. Fiir den Umfang U des Dreiecks gelte im Falle 8 > 0. 
dafi U<^. 

Sei Ms die einfach-zusammenhangende, vollstandige Flache der konstanten Kriimmung 5. 
Dann gibt es in M$ ein Dreieck AgBgCg mit denselben Seitenldngen wie ABC. 
Fiir dessen Winkel gilt: 

as <a, (3s < (3, 75 < 7. 



Beweis. 

Offenbar o.E. A > 0. 
Fall A: S < 0. 

(i) Der Satz gilt fiir die Winkel /?, 7 von „schmalen" Dreiecken, d.h. solchen mit 

d(B,C) < -4=- 



Dazu betrachten wir eine nach der Bo- 
gcnlange parametrisierte Geodatische 
cs der Lange L(c) := d(A, B) in Ms 
mit den Endpunkten As , Bs , und da- 
zu ein paralleles Einhcitsvektorfeld Ws, 
das mit cs den Winkel (3 cinschlicBt. 
Setze C = exp(d(B, C)W s (d(A, B)). 

Dann gibt es nach Euklidischer oder Hyperbolischer Geometrie eine (monoton wach- 
sende) Funktion / : [0, d(A, B)] — > K, < / < so dafi 

b s (s) := exp(f(s)W s (s)), < s < d(A, B) 
die Seite As C im Dreieck AsBsC parametrisiert. 

Wir betrachten nun das parallele Einhcitsvektorfeld W langs der Dreiecksseitc c von 
A nach J5, das bei B in Richtung BC weist, und konstruicrcn damit und mit der 
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Funktion / eine Verbindungskurve 

6(a) := exp(f(s)W{s)), Q<s<d(A,B) 
von A nach C wie im Vergleichssatz von Berger. Nach diesem ist dann 

d(A,C) < L(b) < L(b s ) = d{A s ,C). 
Hier wird die obere Kriimmungsschranke benutzt. 

Man mufi also den Punkt C auf As zu bewegen, urn die Lange der Seite AC auf die 
gewiinschte Lange d(A, C) tax verkleinern. Dabei verkleinert sich der gegeniiberliegende 
Winkel zu (3 5 . 

(ii) Beliebiges Dreieck. 

Wir zciiegen das Dreieck ABC in 
schmalc Dreiecke. Durch Ancinander- 
setzen von Vergleichsdreiecken in M$ 
erhalt man eine Figur mit gebrochener 
Seite B$ C$, wobei sich nach (i) aufein- 
anderfolgende Winkel (gegeniiber von 
Ag) zu hochstens tt addieren. Durch 
„Ausstrecken" der Seite zu einer glatten 
Geodatischen werden die Winkel (3s ,1s 
weitcr verkleinert. 




Zum Fall B: 8 > 0. 

Der Beweis funktioniert wie oben, wenn die Seiten kurz sind. Die Voraussetzung U < ^% 
garantiert das aber nicht, und man bekommt das Problem, dafi die Funktion / nicht monoton 
ist. Dahcr ist nicht notwendig / < ^=^, wenn dies fur die Seite BC gilt, so dafi man den Satz 
von Berger nicht anwcnden kann. (Betrachtc glcichschenklige Dreiecke in der Einheitsspharc 
mit grofiem Winkel a.) 

Abhilfc schafft eine subtilere Zerlegung in Teildreiecke, vgl. Gromoll/Klingenberg/ Meyer 
oder Cheeger/Ebin, Comparison Theorems in Riemannian Geometry. Ida verzichte hier dar- 
auf. □ 

Eine vollstandige Riemannsche Mannigfaltigkeit mit positiver unterer Kriimmungsschranke 
< 6 < K ist nach dem Satz von Bonnet-Myers kompakt vom Durchmesser < -^=. Das ist 
also die maximalc Scitenlangc eincs Drciccks in M. Wenn Sie die Sphare der Kriimmung 8 
und in dieser ein Dreieck mit einer Seite der Lange ^ betrachten, sind deren Endpunkte 
Antipoden. Sie haben daher fur die beiden anderen Seiten nicht mehr viel Auswahl. Das 
verallgemeinert der folgende 



Satz 114 (Dreiecke von maximalem Umfang, Toponogov). Seien (M,g) eine 
vollstandige Riemannsche Mannigfaltigkeit der Schnittkriimmung K mit < 8 < K . Dann 
gibt es in M keine Dreiecke mit Umfang U > 

1st U = so ist 

v a 



entweder eine Seite von der Lange und der gegeniiberliegende Winkel = tt, das 
Dreieck also ein Zweieck, 



• oder alle Seiten sind kiirzer als -7= und alle Winkel sind = tt. Das Dreieck ist also eine 
glatt geschlossene Geodatische. 



<s() 



Beweis. Fall A: U = Dann ist also 

VO 



„(.4. B )<i 



Fall A.l: d(A, B) = ^. 

Dann ist C) + d(C,B) = U - d(A, B) = -J= = d(A,B), also hat die gebrochenen 
Geodatische ACB bei C keinen Knick, das Dreieck ist ein geodatisches Zweieck. Entsprc- 
chendes gilt, wcnn cine andere Seite die Lange hat. Langer kann aber keine Seite sein. 
Wir brauchen also nur noch folgende Situation zu betrachtcn: 

Fall A. 2: Allc Scitcn kiirzer als 

Wahle dann D auf der Seite AB, so daB 

d(C, A) + d(A, D) = d(D, B) + d(B, C) = ^ = -j=, 
und cine Kiirzeste von C nach D. 



Fall A.2.1: d(C, D) < -2=. 

Dann haben die Teildreiecke CAD und CDB cincn Umfang < Nach Toponogov 
hat also das Vergleichsviereck CgAsDgBg mit C$ im Nordpol der Sphare bei D$ cinen 
Inncnwinkcl < ir. L&Bt man D<5 langs des Meridians zum Siidpol — Cs wandern, so 
wachst der Umfang des Vierecks CsA$DsBs streng monoton bis zum Wert Er ist 
aber von Anfang an — Widerspruch! Daher gibt es nur den 

Fall A.2.2: d(C, D) = 

Dann kann man A.2.1 anwenden auf die beiden Teildreiecke CAD und CDB und 
findet 

a = TT, (3 = 7T. 

Dies haben wir bewiesen unter den Voraussetzungen U = wenn alle Seiten kiirzer 
als sind. Daher folgt ebenso 7 = it: Das Dreieck ist eine glatt-geschlossene Geodati- 
sche. 



Fall B: U > ^. 

La8t man A und B auf den Seiten CA bzw. CB gegen C laufen, so geht der Umfang des 
Dreiecks gegen 0. Aus Stetigkeitsgriindcn gibt es daher auf diesen Seiten Teilpunkte A' , B' , 
so daB U(CA'B') = Dann folgt aus dem Fall A, daB CA'B' ein geodatisches Zweieck 
odcr cine gcschlossene Geodatische ist. Im letzteren Fall ist 7 — tt. Das gilt aber auch 
bcim Zweieck, weil nach Konstruktion d(C, A') < d(C, A) < (Bonnet-Myers) und ebenso 
d(C,B') < ^J=. Aus Symmetriegriinden folgt a — (3 — n, das Dreieck ABC ist also cine 
glatt-geschlossene Geodatische. 

Wahle einen Punkt D darauf, der mit C die Lange halbiert und eine Kiirzeste CD von C 
nach D. D licgt notwendig zwischen A und B. Wir behaupten: 

U(CAD) < ^ (86) 

Beweis: Ware /L(ACD) gleich tt, so lage CB auf der Kiirzesten CD von C nach D. Nach 
Bonnet-Myers ware \U = d{C, B) + d(B, D) = d{C, D) < Widerspruch zu U > ^. 
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Ebcnso findet man, dafi auch Z(ADC) ^ tt. Nach dem bisher Bewicscnen ist also U := 
U(CAD) < ^, denn andernfalls waren alle Winkcl in dicscm Drcicck = n. 

Ware U = -^=, so waren wir im Fall A. Weil die Tcilwinkel bei C und D nicht tt sind ist 
deshalb das Teildreieck ACAD ein geodatisches Zweieck mit d(C,D) — Es folgt 

2ir ~ 2ix 
- 7 = = U = d(C,A) + d(A,D) + d(D,C) > -= 

Das ist ein Widerspruch, und deshalb gilt (86). 
Ebenso beweist man natiirlich U(DBC) < 

Darum laBt sich auf die beiden Tcildrcicckc ACAD und ADBC dcs Vierccks CADB dcr 
Satz von Toponogov anwenden. Die entsprcchcndc Vcrglcichsfigur in der Sphare hat dann 
bei Dg einen Winkcl < n, und bei der Bewegung von Ds auf der Kiirzesten nach — Cs wachst 
dcr Umfang des Vierecks CsAsDsBs streng monoton von U > ^= bis Widerspruch! Der 
Fall B kann also nicht auftreten. □ 

Wir kennen Beispiele zur Schranke fur den Durchmesser nach Bonnet-Myers: Die Spharc 
dcr Kriimmung K = S hat Durchmesser die recllcn projektiven Raume als Quotienten 
der Spharen habcn bei glcichcr Kriimmung der Durchmesser Der komplexe projektive 
Raum mit der Kriimmung 1 < K < 4 hat den Durchmesser vgl. Abschnitt 18. Der 
maximalc Durchmesser kommt tatsachlich nur bei den Spharen vor: 



Satz 115 (Satz vom maximalen Durchmesser, Toponogov 1959). Sei M eine zu- 
sammenhangende und vollstandige Riemannsche Mannigfaltigkeit mit K > 5 > 0. Ist M 
vom maximalen Durchmesser 

diam(M) = 

so ist es isometrisch zur Sphare S™ gleicher Kriimmung. 



Beweis. Nach dem Satz von Bonnet-Myers ist M kompakt, und es gibt ein Punktepaar p, q 
maximalen Abstands d(p,q) — -^=. Sci x e M beliebig. Dann gilt 

-7= > d(p,q)+d(q,x) + d(x,p) > 2d(p,q) = -=. 

VO Satz 114^ v ' VO 

7s 

Dahcr ist 

d(p,x) + d(x,q) = d(p,q), 

also pxq eine Kiirzeste und damit glatt. Deshalb geht jede Geodatische von p aus durch q 
und ist bis dahin Kiirzeste. Wir identifizieren mittels linearer Isometrie die Tangentialraume 
von Sg 1 im Nordpol und von M in p. Mittels der beiden Exponentialabbildungen erhalten 
wird dann eine Abbildung 

/:^ m \{Shdpol}^M\{ (Z }. 

/ ist injektiv. Andernfalls konnte man einen Punkt x £ M durch zwei verschieden Kiirzeste 
mit p verbinden. Dann konnte man aber eine geknickte Kiirzeste von p nach q finden. 
Widerspruch! 

/ ist surjektiv auf M\{q}. Klar nach Hopf-Rinow. 
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/ ist isomctrisch. Das ist klar in radialcr Richtung. Sci nun c : [0, -^=\ — ► M eine nach 
der Bogcnlange parametrisierte Geodatische von p nach q. Dann ist c Kiirzeste, also ist 
die Indexform von c nicht negativ fur alle Vcktorf elder X, die an den Endpunktcn von c 
verschwinden: < I(X,X). Wir wahlen 



Es folgt g(R(W(t),c(t))c(t),W(t)) = S fur alle t. Dahcr crfiillcn die normalcn Jacobifcldcr 
langs c dieselbe Jacobigleichung wie die auf S™, und / ist auch orthogonal zur radialen 
Richtung isometrisch. 

Damit ist M \{q} isometrisch zu S™ \{Siidpol} und insbesondere M von konstanter Schnitt- 
krummung 5. Wie im Beweis von Satz 84 setzt man die Isometrie in den Punkt q fort und 
crhalt die Bchauptung. □ 



X(t)=sm s tW{t) 



wobei W cin normalcs, paranoics Einhcitsfcld langs c ist. Dann ist 




><5 



83 



22 Der Indexsatz von Morse 



Wir folgen dem DoCarmo, s. Literaturverzeichnis. 

Im weiteren seien M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und c : [0, b] — > M eine nach der 
Bogcnlange paramctrisicrtc (d.h. ||c|| = 1) Gcodatische. Wir dcfinicrcn 

T := T c := Vcktorraum der normalcn 12 stiickweise glatten Vektorfelder langs c, 
f := f° := Untcrraum allcr Fclder X € f ° mit X(0) = und X(b) = . 



Wir hattcn im Abschnitt 13 die Indcxform 

I : f x f -> M 

dcfinicrt durch 

J(y, Z) = ^ Z) - g(R(Y, c)c, Z)) dt 

= J2 9{Y, Z) |*:-° +0 - f g(Y + R{Y, c)c, Z)dt, 
Jo 



(87) 



vgl. (58). Dabei war = to < • • • < t„ — b cine Zerlegung von [0,6] in Glatthcitsintervalle 
von Y. 

Lemma 116. Fur Yet gilt 

Y ist Jacobifeld <^=> I(Y, Z) = fur die Z e f °. 

Beweis. Zu ( =4> ). Das folgt dirckt aus der zweiten Gleichung von (87). 

Zu (<=)■ Sci = to < . . . < t n = b cine Zerlegung von [0,6] in Glattheitsintervalle von Y. 
Wahlc cine diffcrcnzicrbarc Funktion tp : [0, b] — > R mit 

^>0, 

^(t) = o <^=> te {t , ■■■,*«}, 

und definiere Z eT° durch 

Z:= ^ {f + i?(F,c)c}. 
Dann ist Z(t^) = fiir allc i. Es folgt 

/• b .. 

= I(Y,Z)=0- ip\\Y + R(Y,c)c\\ 2 dt 
Jo 

Also ist \\Y + R(Y, c)c\\ = und Y auf jedem [U-i, U] ein Jacobifeld. 

Um zu zcigen, daB Y ein Jacobifeld auf ganz [0, b] ist, miissen wir noch nachweisen, daB in 
jedem ti die links und rechtsseitigen Grenzwerte von Y(t) und Y(t) iibereinstimmen, dann 
folgt die Glattheit von Y aus dem Eindcutigkeitssatz fiir die Jacobigleichung. Weil Y nach 
Definition von T° stctig ist, miissen wir nur die Ablcitungen untersuchen. 



d.h. zu c orthogonalcn 
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Nach dcm Obigen verschwindet der Intcgraltcrm fur beliebiges Z G f °, und es ist 

= I(Y,Z)='£g(Y,Z)\ t £? +0 . 

i 

Wahlt man ein j und dazu ein Z G T°, so da8 Z(ti) = fur allc i ^ j, so folgt 

= I(Y, Z) = g(Y(t 3 + 0) - Y(t 3 - - 0), Z(tj)), K j < n. 
Daraus folgt durch gccignctc Wahl von Z, die gewiinschte Gleichhcit 

Y( tj + 0) = Y( tj - 0) 

fur alle inneren tj. □ 
Lemma 117. Seien Yi,Y 2 Jacobifelder langs c : [0,6] — > M mi£ 

r 1 (o) = o = r 2 (o). 

Dann gilt fur alle t G [0,6] 

3 (r 1 (i),y 2 (t)) = 5 (y 1 (t),r 2 (t)). (88) 

Beweis. Die Glcichung gilt fur t = 0, und es ist 

|^i,^2) = ^2) + g(Y lt Y 2 ) = -g(R(Y 1 ,c)c,Y 2 ) + g(Y l7 Y 2 ) = ^g{Y u Y 2 ). 
Daraus folgt die Bchauptung. □ 



Satz 118 (Indexlemma). Die Geodatische c: [0, 6] — > M habe keine konjugierten Punkte. 

Dann gilt fur alle Vektorf elder Y,Z G T : 

Ist Y(0) = Z(0), Y(b) = Z(b) und Y em Jacobifeld, so gilt 

I(Y,Y)<I(Z, Z) 

rait Gleichheit nur fur Z = Y . 



Beweis. Fall A: Y(0) = Z(0) = 0. 

Sei = t < ■ • • < t n — 6 eine Zerlegung von [0, 6] in Glattheitsintervallc von Z und seien 
Y 2 , . . . , Y m Jacobifelder langs c mit Y 2 (0) = . . . = Y m (0) = und linear unabhangigen 1^(0). 
Dann sind die Yi(t) fiir t > eine Basis von c{t)^-, weil die Geodatische keine konjugierten 
Punkte hat. Also ist fiir t > 

m 

Z(t) = J2<Pi(t)Yi(t) 

»=2 

mit stiickweise glatten fa :]0, 6] — > R. Wir zeigen zunachst: 

Die fa lassen sich glatt in t = fortsetzen. Zunachst gilt namlich Yi(t) = tYi(t) mit in 

glatten Vcktorfcldcrn Yj, fiir die Y(0) = Y,(0) (Lemma von Bohncnblust). Also sind die 
Yi G r iibcrall auf [0, 6] linear unabhangig und 

m 

Z = J2^Y 

i=2 
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mit stiickweise glatten ipi und V'i(O) = 0. Wiederum nach dem Lemma von Bohncnblust ist 
ipi(t) = txi(t) mit in glatten Xi, und wir erhalten fiir t > 

m m m 

i=2 i=2 i=2 

Es folgt (j>i(t) = Xi(t) fur i > und damit die Bchauptung. 

Als nachstes betrachtcn wir Z auf dem Komplemcnt von {t , ■ ■ . , t n }. Wir schreiben 

Z = E& y < + E&** 

Dann ist 

-R(Z, c)c = - E 4>iR{Yi,c)c = E tiYi = Z 2 ~Y 
und mit (88) folgt 

-g(R(Z, c)c, Z) = g(Z, Z 2 ) - gfc j>iY it E ^Yj) 
= g(Z,Z 2 )-J2Mj9(Yi,Y j ) 
= g(Z,Z 2 )-YMj9(Y i ,Y j ) 
= g(Z,Z 2 )-g(Z 1 ,Z 2 ). 

Dann ist aber der Integrand der Indexform 

g(Z, Z) - g(R(Z, c)c, Z) = g(Z x ,Z x ) + 2g{Z 1 , Z 2 ) + g(Z 2 ,Z 2 ) + g(Z, Z 2 ) - g(Z u Z 2 ) 
= g(Z 1 ,Z 1 ) + g(Z u Z 2 ) + g(Z 2 , Z 2 ) + g(Z, Z 2 ) 
= g(Z 1 ,Z 1 ) + g(Z,Z 2 )+g(Z,Z 2 ) 

= \\Z^+ d -g^Z 2 ). 

Es folgt 

I(Z, Z) = g(Z, Z 2 )\ b + WZ^dt = g(Z(b),Z 2 (b)) + J || ^ ^Y^dt. 

Die Entwicklung des Jacobifeldcs Y nach den Jacobifcldcrn Yi hat konstantc Kocffizienten, 
und wegen Y(b) = Z(b) ist Y = 4>i(b)Yi und Y = ^ <fii(b)Yi. Damit finden wir 

I(Z, Z) = g(Y(b),Y(b)) + ^ II E ^ Y if dt = J ( Y > Y ) + I II E ^^H 2rf * ^ J ( F > y )' 

Glcichhcit implizicrt 'P^i — 0, also Konstanz der = 4>i(b) und damit Z = Y. 

Fall B: Y(0) = Z(0) bclicbig. 

Unter den gegebenen Voraussetzungen gilt 

I(Z, Y) = E ti_ ° n = g(Y, Z) b ~° = g(Y, Y) = I(Y, Y). 

*i-l+0 a+0 a+0 

Verglcich von Z — Y e T° mit dem Jacobifeld liefert nach Fall A 

= 1(0, 0) < 7(Z — Y,Z — Y)= I(Z, Z) - 2I(Z, Y) + I(Z, Z) = I(Z, Z) - I(Y, Y) 
mit Glcichhcit nur fiir Z = Y . □ 
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Korollar 119. Sei c : [0, 6] — > M eine Geoddtische. Dann gilt 

c hat keine konjugierten Punkte in [0,6] ^=^> Die Indexform von c ist positiv definit aufT . 



Beweis. Zu ( => ). Folgt aus dem Indexlemma mit Y — 0. 

Zu (<=). Hat c einen konjugierten Punkt t g]0,6], so sei Y cin nicht-triviales normales 

Jacobifcld mit y(0) = und Y(b) = 0. Dcfinicrc Z G f durch Z(t) := Y(t) fur < t < t 
und Z(t) = sonst. Dann folgt /(Z, Z) = und / ist nicht positiv definit. □ 

Definition 120 (Index, Nullitat). Dcr Index ciner symmetrischen Bilinearform (3 auf 
einem reellen Vektorraum V ist die maximale Dimension eines Unterraums von V, auf dem 
die Form negativ definit ist. Ihrc Nullitat ist die Dimension von ker(v i— > .)). 

Im weitercn wcrden wir es gelegentlich mit der Indexform von Einschrankungen der Geodatischen 
c : [0, b] — > M auf Teilintervalle [0, i] zutun haben. Wir bczcichnen dicsc mit 

h{Y,Z) :=I cl[ot] . 

Entsprechend definieren wir T t und r°. Wir schreiben auch c t ■— c|[o,t]. 

Definition 121 (Multiplizitat konjugierter Punkte). Die Multiplizitat eines zu kon- 
jugierten Punktes t e]0, b] ciner Geodatischen c : [0,6] — > M ist die Dimension des Vektor- 
raumcs allcr normalcn Jacobifcldcr langs c, die in und t verschwinden. Nach Lemma 116 
ist das die Nullitat der Indexform von I t auf T®. 

Lemma 122. Sei c : [0, 6] — > A'/ eine Geoddtische ohne konjugierte Punkte. Dann ist das 
Randwertproblem 

Y + R(Y, c)c = 
y(0) - t/o, - ?A 

/fir alle y G ^(O)- 1 , j/b G c(6) ± eindeutig losbar. 

Beweis. Der Raum Ji 7, der normalen Jacobifcldcr auf c ist isomorph zum Raum der An- 
fangsbedingungen c(O)- 1 - x c(O)- 1 -, hat also die Dimension 2(m— 1). Weil c keine konjugierten 
Punkte hat, ist andrerseits die Abbildung 

JF -» c(O)- 1 x c(6) ± 

y^(y(o),r(6)) 

injektiv, also bijektiv. □ 

Satz 123 (Indexsatz von Morse). Sei c : [0,6] — > M erne nac/i der Bogenlange parame- 
trisierte Geoddtische in M . Dann ist der Index der Indexform von c endlich und gleich der 
mit Multiplizitaten gezahlten Anzahl der zu konjugierten Punkte von c in ]0, 6 [. 



Beweis. Wir w&hlen eine Zcrlcgung 

= t < • • • < t n = 6, 
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so daB c|[ ti l t .] fur alle i eine kiirzeste Geodatische ohne konjugierte Punkte ist. Das ist 
moglich nach Lemma 46. Wir setzen fur j — 1, . . . , n 

fj := {Y e ftj | Y(0) = und Y\ [t ._ uti] ist fur alle i < j cin Jacobifeld}, 

f- :=f-nf°, 

f + := {Z G f | Z(tj) = fiir alle i}. 



1. Schritt. Wir zeigen 



Nach Lemma 122 ist auf \t, 



f° = f - e l+ 
/(f-,f+) = o, 

I ist auf T + positiv definit. 

i , ti] das Randwertproblcn 

Y + R(Y, c)c = 
Y(ti-i) = Vi-i, Y(U)=yi 



(89) 
(90) 
(91) 



eindcutig losbar. Daher gibt eszule L° genau ein Y e L mit 

r(t<) = X(ii) fiir alle i. 
Also ist X - Y e f + und es folgt (89). 
Fiir y e f" und Z e L+ ist 

/(y,Z) = ^(y,Z)|*'-° +0 - I" g(Y + R(Y,c)c,Z)dt = 0. 
' * Jo 

Das beweist (90). 
Schlicfilich ist fiir Z e f+ 

n 

I{Z,Z)=^2l{Z\ [u _ liU] ,Z\ [u _ liU] ), 

»=i 

und aus dem Korollar 119 folgt (91). 

Damit wissen wir, daB Index und Nullitat der Indcxform / auf L° gleich dcncn von / auf 
L _ sind. Aber L - ist cndlich-dimcnsional, namlich 

f" = c(t 1 )- L 0...0c(t„_ 1 )- L , (92) 

Also sind Index und Nullitat von / cndlich. 

2. Schritt. Wir untersuchen nun die Funktion 

i(t) := Index(7 t ). 

Offcnbar ist i(t) — fiir kleinc t > 0, weil die Geodatische ein Stuck wcit minimicrcnd und die 
Indexform positiv definit sind. Weiter ist i{t) monoton wachsend, weil I t (Y,Y) = I S (Y,Y), 
wenn t < s und y|[t, s ] = 0. Ein Untcrraum von T®, auf dem I t negativ definit ist, licfert 
also einen glcich-dimcnsionalen Unterraum mit dersclbcn Eigcnschaft von , wenn man die 
Vcktorfclder trivial crweitcrt. 

Die Definition von i(t) ist unabhangig von der Zcrlcgung durch die tj. Darum konncn wir 
fiir die lokale Untersuchung von t(t) annehmen, daB tj-\ < t < tj und It eine quadratische 
Form auf dem cndlich-dimcnsionalcn Vcktorraum TJ ist: 
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Fiir Y E f . und tj-i < t < tj sei Y t das Vektorfeld mit 

Y t =Y auf [0,t 3 -_i], 
ft + c)c auf [tj_i, t] (93) 
F t (i) = 0. 

Vergleiche das Bild unten. Dann ist 

i t (Y t ,Y t ) = v 1 (y,r) + 9 (y t (t),n(t))- 5 (y t fe_ 1 + o),Y t (t i _ 1 )) 

=0 

= V, (Y, y) - g(Y t (tj-i + o), y(ti-i)). 

Beachte: Einzig Y" t (ij_i + 0) ist auf stetig(!) abhangig von i. Ist daher I t auf einem 

Unterraum von TJ negativ definit, so gilt dasselbe fiir I s mit s nah bei t. Also gibt es e > 
mit 

\t- s \<e t(s) > t(t) 

Aus der Monotonie von i folgt 

t - e < s < t =4> l(s) = i(t). 



Zum Beweis des Indexsatzes miissen wir schliefilich noch folgendes zeigen: Ist t €]tj-x,tj[ 
ein konjugierter Punkt der Multiplizitat d, d.h. ist die Nullitat von I t gleich d, so gibt es 
e > mit 

t < s < t + e i(s) = + d (94) 

Zunachst ist It positiv definit auf einem Unterraum von TJ der Kodimension i(t) + d, und 
nach dem obigen Stetigkeitsargument gibt es e > 0, so daB fiir t < s < t + e auch / s positiv 
definit auf diesem Raum, also 

l(s) < i(t) + d. 

Wir wollen die umgekehrte Ungleichung zeigen. Seien zunachst tj—± < t < s < tj. 

Seien Y t bzw. Y s die „ Jacobi-Fortsetzungen" ei- 
nes Y e TJ entsprechend (93) und sei X S T° 
definiert durch 

rr t(T ) mr0<,<, 

10 fiir t < t < s. 




Dann folgt aus dem Indexlemma 118 

I t (Y t ,Y t ) = I S (X,X) > I S (Y S ,Y S ). 

Ist I t negativ definit auf einem Unterraum von TJ , so ist I s negativ definit auf der direkten 
Summc dieses Raumcs und des Nullraumes von I t . Daher gilt 

l(s) > i(t) + d. 

Damit ist der Indexsatz von Morse bewiesen. □ 
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23 Der Schnittort 



Im folgenden schreibcn wir 

]0,+oo] :=]0,+oo[U{+oo} 

und versehen diesen Raum mit der Topologie, die erzeugt wird von alien offenen Intcrvalle 
]a, b[ C ]0, +00 [ und alien Mengen der Form ]a, +00] :=]a, +00 [U {+00}. 

Definition 124. Sei M cine vollstandige Ricniannschc Mannigfaltigkeit. 

(i) Auf dem Einheitstangcntialbiindcl T X M dcfinicrcn wir cine Funktion mit Wertcn in 
]0, +00] wic folgt: 

s(v) := sup{£ e R I rf(exp Ov, exp tv) = t}. 
Wir nennen s die Schnittort funktion von M. 

Die Geodatische 1 1— > exp tv ist also, falls s(v) < 00, genau bis exps(v)v Kiirzeste. 

(ii) Ist p G M, v G TpM und s(v) < 00, so hciBt exps(v)v der Schnittpunkt von p langs 
der Geoddtischen t cxptv. Die Menge 

Cut(p) := {cxps(v)v I v € TpM, s(v) < 00} 

hciBt der Schnittort von p. 

Der folgende Satz klart, wann Geodatische aufhoren, Kiirzeste zu sein. 
Satz 125. Seien v e T^M, c(t) := c„(t) := exp to und < t < 00. 

a) to ist der erste zu konjugierte Parameter von c, oder 

b) es gibt eine von c verschiedene Kiirzeste von p nach c(to). 

(ii) Gilt umgekehrt a) oder b), so ist s(v) < to- 



Beweis. Zu (i). Weil c(t) bei to = s(v) aufhort, Kiirzeste zu sein, gibt es zu jeder positiven 
Nullfolge (ej) cine Folge (7^) von nach der Bogcnlange parametrisierten Kiirzesten von p 
nach 

cito + ej) =7j(*o + Cj-). ( 95 ) 
die kiirzer sind als to + ej, d.h. mit 

Nach Wahl einer Tcilfolge konnen wir annchmcn, daB 7j(0) — > konvergiert. Sei 

Cu,(t) := exp to*. 

Aus Stctigkcitsgriindcn ist c Vt cine Kiirzeste von p nach linij^oo c v (to + ej) =: q. Ihrc Langc 
ist also to- 

Ist c Vt ^ c v , so sind wir fertig. 

Andcrnfalls ist — v, und wir miisscn wir zcigcn, daB exp \ t p m in tov singular ist. Dann 
ist t zu konjugicrt, und nach Definition von to und dem Satz von Jacobi auch der erste 
zu konjugierte Parameter langs c v . 
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Ware exp \t p m i n to v regular, so wiirde es eine Umgebung U von t$v diffeomorph auf eine 
Umgebung von q abbilden. Fiir hinreichend groBes j liegen aber (i + Cj)v und (t + e'j)jj(0) 
in U. Widerspruch zu (95). 

Zu (ii). 1st to konjugiert zu auf c, so ist c nach dem Satz von Jacobi hochstens bis to ein 
Kiirzeste. 

Gibt es eine von c verschiedene Geodatische 7 : [0,oo[— > M mit ||7| = 1 von p nach 
7(io) = c (^o), so liegen fiir hinreichend kleines e > die Punkte 7 (to — e) und c(to + e) in 
einer geodatisch konvexen Umgebung von c(to). 

Sic lassen sich in dieser durch cine cindcutige 
Kiirzeste a verbinden. Wir konnen wegen c ^ 7 
annehmen, daB 7(to~ e) 7^ c(to — e). Ware L(o) = 
2e, so konnte man 7(t — e) und c(to + e) auch mit 
einer gebrochencn Gcodatischen gleicher Lange 
verbinden. Widerspruch! Also ist a kiirzer als 2e 
und d(p,c(to + e)) < to + £■ Also ist c hochstens 
bis to Kiirzeste. 

□ 

Korollar 126. Ist q der Schnittpunkt von p langs der Geodatischen c, so ist p der Schnitt- 
punkt von q langs der umgekehrt durchlaufenen Geodatischen. 

Beispiel 127. Auf cincm Krciskcgcl odcr -zylindcr gibt es wegen K — keine konjugicrtcn 
Punkte. Der Schnittort cine Punktes p besteht aus der gegcniibcrlicgenden Mantellinic. 

Auf der Kugel ist jede Geodatische bis zum Antipodenpunkt Kiirzeste, der Antipode ist der 
Schnittort. 

Auf dem reellen projektiven Raum der 
Kriimmung 1 ist 

{q G RP m I d{p, q) = ^} 

der Schnittort von p. Das ist eine 
projektive Hyperebene, die auf der 
iiberlagernden Sphare dem Aquator zu 
den Polen ±p entspricht. 

□ 

Lemma 128. Die Schnittortfunktion s : T X M — > K U {00} ist stetig. 

Beweis. Wir betrachten eine konvergente Folge Vi — > in T X M und setzen s(uj) =: ti und 
s(v*) =: t*. 

1. Schritt. Wir zeigen 

limsupti < t*. (96) 
Das ist klar, wenn t* = +00. Sei also t* < +00 und e > 0. Ist fj > t„ + e, so ist 

d(c t!i (Q),c^ j (t Jt + e)) = U + e. 

Gabe es uncndlich viclc Indizcs i mit dieser Eigenschaft, so ware aus Stetigkeitsgriinden 

d(c v „(0),c v „(U + e)) = t* + e. 
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im Widerspruch zur Definition von t*. Also gibt es hochstens endlich viele solche und 
lim sup ti <t*. 

2. Schritt. Wir zeigen 

liminftj > t*. (97) 

Wir konnnen annchmcn, dafi liminftj < +00, sonst ist nichts zu zcigcn. Und wir konncn 
annehmen, daB 

liminf = limt^ =: t# (Teilfolge). 

Sind unendlich viclc dcr ti langs c Vi konjugicrt zu 0, d.h ist exp^.-, singular in tiVi, so ist 
auch exp,,.^^^ singular in t#v* und t# > i*. Also konnen wir annehmen, daB keines der ti 
langs c Vi konjugicrt ist zu 0. 

Daher gibt es eine Folge (7^) nach der Bogenlange parametrisierter Geodatischer von c Vi (0) 
nach c Vi (ti) von der Lange L(ji) = ti. Ohnc Einschrankung konvergieren die 7* gegen eine 
Geodatische 7 von c Vit (0) nach c Vt (t#). 

Falls 7(0) ^ ist t t < t# nach Satz 125. 

Falls 7(0) = v*, zeigt man wie im Toil (i) vom Beweis zu dicscm Satz, daB t# konjugiert zu 
langs c„, ist. Also ist ebenfalls t* < t# . 

3. Schritt. Aus (96) und (97) folgt die Bchauptung. □ 
Korollar 129. Der Schnittort Cut(p) ist abgeschlossen. 

Beweis. Sei (vi) eine Folge in T^M und 

q = lim cxp s(vi)vi. 

Wir miisscn zcigcn, daB dann q e Cut(p). Ohnc Einschrankung existiert v := lim^oo Vi, 
und weil s stetig ist und 

s(vi) = d(p,exps(vi)vi) — > d(p,q) < 00, 
existiert s(v) = ]im s(vi) e R. Aus Stetigkeitsgriinden ist dann q = exps(v)v £ Cut(p). □ 

Korollar 130. Sind M vollstdndig und zusammenhdngend, p € M und s\t^m beschrdnkt, 
so ist M kompakt. 

Beweis. Ist so := sup (^s\t^m^ > so ist sq < 00 und 

M = {exp tv 1 1 € [0, s ], v e T*M} 
das Bild eincr kompakten Menge unter cincr stetigen Abbildung. □ 

Korollar 131. Seien M vollstdndig und zusammenhdngend und p G M. Wir definieren 

U:={tv\ve TpM und t < s(v)}, 

U := {tv I v e TpM und t e [0, s(v)\ n [0, +oo[}. 

Dann gilt 

(i) U ist off en und sternformig beziiglich 0, also diffeomorph zur offenen Kugel, und wird 
durch exp diffeomorph auf M\ Cut(p) abgebildet. 
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(ii) exp(C7) = M. 



Eine kompakte Mannigfaltigkeit entsteht also aus ciner Vollkugel durch Idcntifizierung von 
Randpunkten. Die ganze Topologie ist im Schnittort konzentriert. 

Beweis. Zu (i). Ist io u o G U und e := s(i>o) — to > 0, so gibt es eine Umgebung Uq von 
v G TpM mit s(v) > t Q + § fiir allc v G t/ . Dann ist aber {to 1 k G C7 und ^ < t < t + §} 
eine in [/ cnthaltcnc offcnc Umgebung von ios(vo)- Also ist U offcn. 

Nach dem Satz 125 ist exp \U injektiv und ein lokaler Diffeomorphismus, also ein Diffeomor- 
phismus. 

Ist q G Cut(p), so gibt es eine Kurzeste von p nach q, die danach keine Kiirzseste mehr ist. Es 
gibt dann keine andere Kurzeste von p nach q, die langer Kurzeste ist (Ecke schneiden). Also 
ist exp(U) C M\ Cut(p). Ist umgekehrt q G M\ Cut(p) und 7 : [0,6] — > M eine Kurzeste 
von p nach q — 7(6), so ist s(j(0)) > 6, also q G exp(fj). 



Zu (ii). Klar. 



□ 



Satz 132. Sei q G Cut(p) und 

d{p, q) = d(p,Cut(p)). 

Dann gilt: 

• q zsi zm konjugiert Icings einer kiirzesten Geoddtischen von p nach q oder 

• es gibt genau zwei nach der Bogenldnge parametrisierte Kurzeste 

ci,c 2 : [0,6] -> M 

won p nac/i q. F£ir diese isi 

ci(6) = -c 2 (6), 
rf./i. ci lint! c 2 bilden eine geodatische Schleife. 




Beweis. Ist q langs keiner Kiirzesten zu p konjugiert, so gibt es also zwei kurzeste Geodatische 

c\ , c 2 : i 1— ► exp tvi,0 < t < b 
von p nach g. Wir nehmen an, daB 

ci(6) + -62(b), 
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und wollen daraus einen Widerspruch herleiten. Dann ist die Behauptung bewiesen. 
Unter der gemachten Annahmc gibt esuig T q M mit 

g(w,Ci(b)) < 0,1 = 1, 2. 

Wir wahlen eine Kurve a :] — e, e[— > M mit 

(7(0) = ?, (7(0) = W , 

die das exp-Bild von Kurven <7j :] — e, e[— > T p M mit 

CTi(O) = feWj 

ist. Fiir die erste Variation der Lange Li{t) von 

Cj, T (t) := exp -a-j(r) 

gilt dann 

— |o£i(r) =fl(ci(6),»o) < 0. 

Also gibt es ein r €]0, e[ mit 

i(Ci, T ) < L(ci,o) = L ( c i) = d(p,q). 

Hat man zwei verschiedene Geodatische von p aus mit gleichem Endpunkt, so liegt auf 
einer davon ein Punkt von Cut(p), dessen Abstand von p in unserem Fall also < d(p, q) ist. 
Widerspruch! 




□ 
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24 Der Injektivitatsradius I 



Definition 133 (Injektivitatsradius). Sei M eine vollstandige Ricmannschc Mannigfal- 
tigkcit mit der Schnittortfunktion s : T X M — > [0, +oo]. 



(i) Fiir p e M heiBt 

der Injektivitatsradius in p. 

(ii) 



i(p) := inf s(v) 

veT},M 



i(M) := inf s(v) 

v£T 1 M 



heiBt der Injektivitatsradius von M. 

Fiir den Beweis des Spharensatzes sind untere Schrankcn fiir den Injektivitatsradius von 
cntscheidender Wichtigkeit. Wir versuchen solche zu gewinnen. Das wird zunachst nur mit 
einer Dimensionseinschrankung gclingen, den schwierigcn Fall verschieben wir bis nach dem 
Beweis des Spharensatzes. 



Satz 134. Sei M eine vollstcindige zusammenhangende Riemannsche Mannigfaltigkeit mit 
positiven Kriimmungsschranken 

< S < K < A. 

Dann gilt: 

• i(M) > ^ oder 

• Es gibt eine glatt geschlossene Geodatische in M von der Lange 2i(M). 
Beachte: Alle nicht-trivialen geschlossenen Geodatischen haben Lange > 2i(M). 



Beweis. Nach dem Satz von Bonnet-Myers ist M kompakt und damit auch T X M kompakt 
und es gibt p E M und v G T X M mit 

s(v) = i(M). 

Sei q :— exps(v)v. Dann ist also d{p 1 q) — i(M) = d(p, Cut(p)). Ist q konjugiert zu p, so ist 
nach dem Vergleichssatz 108 

d(p,q)> 



Andcrnfalls gibt es nach Satz 132 eine geodatische Schleife von p durch q. Umgekehrt ist 
aber d(q,p) — i(M) — d(q 7 Cut(g)), und nach demselben Satz ist die Schleife auch in p glatt 
geschlossen, also eine geschlossene Geodatische der Lange 2i(M). 

Auf einer geschlossenen Geodatischen ist cin Punktepaar, das die Lange halbiert, offcnbar 
durch zwei verschiedene Geodatische verbindbar und deshalb vom Abstand > i(M). Also 
hat jede nichttriviale geschlossene Geodatische die Lange > 2i(M). □ 

Wir wollen den zweiten Fall genauer ansehen und nehmen an, daB 

i{M) = d{p,q)< 
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Wir bctrachten eine geschlossene Geodatische c durch p = c(0) von der Lange i(M) wie 
obcn. Wir machen weiter die 



Annahmc: Es gibt cin parallclcs, glatt geschlossenes normales Einheitsvektorfeld langs c. 

(98) 

Wie im Lemma von Synge folgt die Existenz einer Variation c T , so daB L(c T ) < L(c) fur alle 
t^O. (Aber die c T sind natiirlich i.A. keine Geodatischen.) Sei (t,) eine positive Nullfolgc 
und qj ein Punkt von Cj := c rj mit maximalem Abstand von Cj(0) — ■ Pj- Dann ist 

1 1 

d(qj,Pj) < ^L(cj) < -L(c) = d(p,q) = i(M), 

und daher gibt es eine eindeutig bestimmte kiirzeste nach der Bogenlange parametrisierte 
Geodatischen <jj von Oj(0) = qj nach pj. 

Sei o.E. &j(0) konvergent gegen ein w g T q ,M. Dann 
liegt g* auf c und hat von lim^ pj = p maximalcn 
Abstand. Dann ist aber q* = q und a : t i— > exptw 
ist eine kiirzeste Geodatische von q nach p. 
Nach Konstruktion von aj ist CTj (0) orthogonal zum 
Tangential vektor von Cj im selben Punkt. Es folgt 
w -L c bei q. Also gibt es drei verschiedene kiirzeste 
Geodatische zwischcn p und q im Widcrspruch zu 
Satz 132. 

Wir priifen daher die gcmachte Annahme (98). Ist M gerad-dimcnsional und oricnticrbar, so 
gibt es wirklich langs jeder geschlosscnen Geodatischen cin paralleles glatt gcschlossenenes 
normales Einheitsvektorfeld, vgl. den Beweis zum Satz 96 von Synge . 

Wir erhalten 



Satz 135. Sei M eine orientierbare kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit gerader Di- 
mension mit 

< S < K < A. 

Dann gilt i(M) > 



Im ungerad-dimensionalen Fall crfordert die Abschatzung des Injektivitatsradius starkere 
Voraussetzungen und ist viel schwierigcr zu beweisen. Es gilt 



Satz 136 (Klingenberg). 

sche Mannigfaltigkeit mit 


Sei M eine vollstandige, einfach-zusammenhangende Riemann- 
< 8 < K < A 


und 


46 > A, 


so folgt 


i(M)> *> * 


Beweis. Spater 


□ 
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25 Der Spharensatz 



Wir verschieben den Beweis von Klingenbergs Abschatzung fur den Injektivitatsradius und 
zeigen erst einmal, wie daraus der Spharensatz folgt. Wir beweisen: 



Satz 137 (Spharensatz). Sei (M,g) eine vollstdndige, zusammenhangende, einfach- 
zusammenhangende Riemannsche Mannigfaltigkeit mit 

< S < K < A 

und 

4(5 > A. 

Dann ist M homdomorph zur Sphare. 
Der Beweis benotigt immer noch einige Vorbcreitungcn. 

Lemma 138 (Berger). Sei (M,g) vollstandig. Seien p,q e M, so daft d(p, .) in q ein 
lokales Maximum L hat. Sei v e T^M. Dann gibt es eine Kiirzeste c : [0, L] — > M von q 
nach p mit Winkel 

In jedem Halbraum von T q M findet man also Anfangsvektoren kiirzester Verbindungen nach 
p. Insbesondere gibt es also zwischcn p und q kcine cindeutig bestimmte Kiirzeste. 

Beweis. Sei c v {t) :=exp(tv). 

Fur eine Folge (tj) mit tj \ und nach der Bogenlange p 
parametrisierten Kiirzesten a : [0, Li] M von qt := c v (ti) 
nach p bezeichne den Winkel zwischen Cj(0) und c v (ti). 
Wir zeigen, daB wir (ij) und (a) so wahlen konncn, dafi 

a, < | fiir alle i. (99) 

q 

Dann kann man o.E. annchmcn, daB q(0) — > w G T p M mit Winkel Z(w, w) < ^ und — > L. 
Die Geodatische c w : s i— > exp(sw) geht dann von q nach limexp(ci(0)Li) = p. Ihrc Langc 
ist limLj = limd(p, c„(tj)) = d(p,q). Also bleibt nur noch der Beweis von (99). 

Ware das falsch, so gabe es to > 0, so daB fiir alle t €]0, io[ un d a Uc Kiirzesten c t : [0, L t ] — ► M 

von c„(t) nach p der Anfangswinkcl > | ist. Wir p 
wahlen ein solches c t und eine Variation 9 c*+e, 
so daB c t+ e von c v (t + 9) nach p geht. (Existiert!) 
Dann ist nach der Formel fiir die erste Variation 

^L(c t+ g)\g = o = -g(Cv(t),Ct(0)) > 0, 

also L(c t +g) streng monoton wachsend. Beachte, daB die Nachbarkurven c t +e nicht unbedingt 
Kiirzeste sind. Aber natiirlich ist dann fiir kleines 9 > 0, 

d(p,c v (t - 9)) < L{ct_ e ) < L(c t ) = d(p,c v (t)). 
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Damit ist aber t i— > d(p,c v {t)) ist auf ]0,io[ streng monoton wachsend im Widerspruch zur 
Voraussetzung, daB <i(p, .) in q ein lokales Maximum annimmt. □ 

Fur das nachstc Lemma benotigen wir die Information iiber den Injektivitatsradius. 

Lemma 139 (Berger). Unter den Voraussetzungen von Satz 137 sei p, q ein Punktepaar 
mit maximalem Abstand d(p,q) (< nach Bonnet- Myers). 

Dann ist fur alle x € M 

TT 

min{d{p,x),d{q,x)} < 

Fiir p > ist also 

M c exp(W p (p)) U exp(W„(g)). 



Beweis von Tsukamoto (1962). Andernfalls gibt es ein x £ M mit d(p,x),d{q,x) > Sei 
o.E a;) > c?(g, a;). 

Weil i(M) > gibt es ein p < i(M), so dafi 



> d(q, x) > p > 



(100) 



Die Exponentialabbildung bildet dann W p (p) und W p (q) diffeomorph auf offene Balle U p (p) 
und U p (q) ab. 

Wir betrachten kiirzeste Geodatische von q nach x und p. 
Diese schneiden den Rand von U p (q) in Punkten q' und q" . 
Der Punkt q' liegt nicht in U p (p), denn sonst ware 

d(p,x)< d(p,q') +d(q' ,x) < d(q,q') + d(q' ,x) — d(q,x) 

<p=d{q,q') 

im Widerspruch zu (100). 

Andrerseits liegt in J7 P (p) , denn weil nach Bonnet-Myers 
d{p, q) < f= s < 2i(M) < 2p, ist 

d(p, g") = d(p, g) - d(q, q") < 2p - p = p. 




Weil der Rand von U p (q) wegzusammenhangend ist, gibt es einen r S dU p (p) n U p (q). Fiir 
dieses gilt also 



d(p,r) = d(g,r) = p. 

Wir betrachten eine kiirzeste Geodatische 7 von p nach r. 
Nach dem Lemma 138 von Berger gibt es eine kiirzeste 
Geodatische c von p nach q, die bei p mit 7 einen Win- 
kel < -| einschlieBt. Sei s ein Punkt auf c mit Abstand p 
von p. Der Langcnverglcichssatz 111 von Rauch verglcicht 
rps mit einem glcichschcnkligcn Dreieck (Schenkcllange p, 
Scheitclwinkcl < tt/2) auf der Sphare vom Radius 1/vS. 
Die Basis hat hochstens die Lange und deshalb gilt 



d(r, s) < 



2VS 



< p. 




Weil andrerseits d(r,p) — d(r, q) = p ist, nimmt d{r, .) auf der Geodatischen c sein Minimum 
in einem inneren Punkt s an. Die Kiirzeste von r nach s hat Lange 

7T 

d(r, s ) < d(r, s) < 



2y/6' 

und bildct mit c bci sq cincn rcchtcn Winkcl. Dann ist d(so,p) < ^d(p,q) < oder 
d(so,q) < Wir betrachtcn o.E. den ersten Fall und wendcn auf rsop noch einmal den 
Langenvergleichssatz von Rauch an. Wir erhalten in der Verglcichsspharc ein rcchtwinkligcs 
Dreieck mit Kathctcn der Lange < Die Hypothenuse hat dann hochstens die Lange 

^1 < p im Widerspruch zu d(s,p) = p. □ 

Beweis des Spharensatzes. Sei p, q ein Punktepaar maximalen Abstandes. Dann ist keine 
Geodatische von p nach q jenseits von q noch Kiirzeste. Deshalb ist d(p, q) > i(p) und aus 
dem Satz von Bonnet-Myers und i(M) > folgt 

^>d(p,q)>i(p)>i(M)>^. (101) 

Wir dcfinicren den Aquator von M als 

E := {x e M\d{p,x) = d{q,x)} (102) 
und sctzcn p := min{i(p), i(q)}. Nach dem letzten Lemma ist fur alle x € E 

< d(p, z) - d(g, x)<^j=<p, (103) 



und deshalb 



Wir dcfinicren nun durch 



E C exp W p {p) n exp W,(p). (104) 



exp x exp x 
ff p (a;) := - 



p d(p,x) || exp 1 a;|| 

cine Abbildung H p : E — > T^M C T p M in die Einhcitsspharc im Tangcntialraum T p M 
bezeichnet. Man hat dann 

exp p (d(p, x)H p (x)) — x. (105) 

Offcnbar ist H p stetig. 

H p ist surjektiv: Fiir v E T p M betrachte c v (t) = exp(ii>). 

Weil p < i(p), ist d(p, c v (t)) = t fiir < t < p. Insbesondere ist d(p, c v (p)) — p > 

Nach dem Lemma 139 ist dann aber d(q, c v (p)) < < d(p, c v (p)). Aus Stetigkeitsgriinden 
gibt es daher ein to G ]0, p [, genauer sogar to € ]0, t^], mit 

d(p,c v (t)) = d(q.c v (t)), 
d.h. x = c v (t ) € E. Nach Konstruktion ist dann H p (x) = v. 

Hp ist injektiv: Andernfalls gabe es v € T p M und t\,ti mit < ti < t 2 < 7^ mit 
x\ := cxp(tiu) e _E und x 2 := exp(i2«) € -E. 
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Dann ware 



d(q,x 2 ) = d(p,x 2 ) 

= d(p,xi) + d(xi,x 2 ) 
= d(q,xi) + d(xi,x 2 ) 

Damit erhalt man nebenstehendes Bild. Das wider- 
spricht aber der Eindeutigkeit der Kiirzesten zwi- 
schen p bzw. q und x 2 . 

Da E kompakt ist, ist H p ein Homoomorphismus von E auf T p M. Wir definieren cine 
Abbildung der abgeschlossenen Einheitskugel B p C T p M in M durch 




%{tv) := exp(td(p,H p 1 (v))v) 

fur v G T p M und < t < 1. Diese Abbil- 
dung bildet die offene/abgeschlossene Einheitskugel 
homoomorph auf {x S M\d{jp, x) < d(q,x)} bzw. 
{x e M | d(p, x) < d(q, x)} ab und fiir v eT^M gilt 



exp p 1 ({d(p,x)<d(q,x)}) 



$ p (v) = H p 1 (v). (106) 
Analog definieren wir H q und <fr q . Wir wahlen eine lineare Isometrie 




3p 



und definieren 



3q 



T q M 



durch 



j q (tv) = tH q o H; 1 o j p (v), \\v\\ = 1, t > 0. 



Weil H q oH p 1 ein Homoomorphismus der Einheitsspharen ist, ist auch j q ein (nicht-linearer, 
radial isometrischer) Homoomorphismus. Es gilt fiir ||v|| = 1 



- H-\j q {v)) = H-\j p (v)) = $ p (j p (v)). 



Deshalb licfert 



$(X ,X-L 



®p(j P (xi, ■ ■ -,x m )), falls x > 
$«(jgOi) ■ • ■ ,a; m )), falls x < 



eine stetige, injektive und surjektive Abbildung, also cinen Homoomorphismus der Sphare 
S m C R m+1 auf M. □ 



100 



26 Der Injektivitatsradius II 



Wir kommen nun zur Abschatzung des Injektivitatsradius im ungcrad-dimcnsionalen Fall, 
namlich zum Bewcis von 



Satz 140 (=Satz 136, Klingenberg). Sei M eine vollstandige, einfach-zusammen- 
hangende Riemannsche Mannigfaltigkeit mit 

< S < K < A 

und 

AS > A. 

Dann gilt 



A 2y/5 



Beweis. Wir konnen o.E. annehmen, da8 m = dimM > 3, weil wir m = 2 mit dem gerad- 
dimcnsionalcn Fall schon crlcdigt haben. 

Wir skalieren die Metrik von M so, daB A = 1. Dann haben wir also 

^<6<K<1, 

und die Behauptung lautet 

i(M) > 7T > 

Wir nehmen an, daB 

l(M) < 7T, 

und wollen daraus einen Widerspruch herleitcn. 

Nach Satz 134 gibt es eine nach der Bogenlange parametrisierte geschlossene Geodatischc 
c : [0, L] — > M der Lange 

L = 2i(M) < 2tt. 

Wir wahlen e > mit 

5e<min{i(M),2 7 r- J L,27r- ^}. (107) 
Dann ist 2e < i(M) und exp |w" 2e (p) em Diffcomorphismus. Insbcsondcrc folgt dann, daB 

L > 4e. (108) 



Weil die Zahl der konjugierten Punkte von c nach dem Indexsatz von Morse endlich ist, 
konnen wir e weiter so wahlen, daB L — e nicht zu konjugiert ist. Setzen wir v = c(0), so 
ist also exp p im Punkt (L — e)v nicht degeneriert und exp p bildet eine Umgebung U dieses 
Punktes diffcomorph auf eine Umgebung von c(L — e) ab. 

Weil nach dem Satz von Sard die regularen Werte von exp p : T p M — > M dicht in M liegen, 
konnen wir wegen (108) ein u E U finden, so daB 

3e < |M| < L 

und 

q := exp w ein rcgularcr Punkt von cxp p mit d(q, c(L — e)) < e ist. 
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Dann ist C\ : [0, 1] — > M, t h-> exp tu eine Geodatische von p nach q von der Lange 



3e < L{ci) < L < 27r-4e. 

(108) 



(109) 



Der Punkt q liegt in exp (W2 £ (p)), derm 

d{p, q) < d(p, c(L - e)) + d(c(L -e),q)< 2e. 

Also gibt es eine eindeutig bestimmte 
Kiirzeste cq : [0, 1] — > M von p nach q von 
der Lange 



L(c ) < 2e < L(ci). 



(110) 




C(L-E) 



Weil M einfach-zusammenhangend ist, gibt es eine Homotopie von cq nach c\ mit festen End- 
punkten. Wir zeigen im folgenden Lemma (unter Ausnutzung der oberen Kriimmungsschranke) 
zunachst, da8 jede solche Homotopie mindestens eine „lange" Kurve c r , mit 



L(cr,) >2tt - L(cq) > 2tt - 2e 



(111) 



enthalt. Wir zeigen danach (unter Ausnutzung der unteren Kriimmungsschranke), daB man 
andrerseits eine Homotopie c T mit „kurzen" Kurven 



L(c T ) < 2tt — 2e fiir alle r 



(112) 



wahlen kann. Das ergibt den gewiinschten Widerspruch und i(M) > 7r und beendet den 
Beweis. □ 



Lemma 141. Sei M eine vollstdndige Riemannsche Mannigfaltigkeit mit einer positiven 
oberen Kriimmungsschranke 

K < A > 0. 

Seien p,q € M und cq, c\ : [0, b] — > M zwei Geodatische von p nach q mit 

L(c ) < L{c x ). 

Sei weiter c T fiir < r < 1 eine Homotopie mit festen Endpunkten zwischen Co und c\. 
Dann gibt es ein t* S [0, 1] mit 



L(co) + L(c T „) > 



2n 



Beweis. Wenn L(c ) > wahlen wir t* — 1 und sind fertig. 
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Sei also L(cq) < ;4=. Nach dem Vergleichssatz von Rauch ist die 
Exponentialabbildung auf der offenen Kugel W(p) vom Radius 

in T p M ein lokaler Diffeomorphismus. 
Daher lafit sich jede Homotopie h : [0, b] x [0, 1] — > exp(VF(p)) mit 
Bild in exp (W(p)) bei gegebenem Anfangspunkt eindeutig liften 
nach W(p): 

ZuvE W(p) mit exp(-y) — /i(0, 0) gibt es eine eindeutig bestimmte 
stetige Abbildung h : [0, 6] x [0, 1] -> W(p) mit h(0, 0) = v und 
exp o/i = h. 

Weil L(cq) < ist, laBt sich c T fur kleine r > also nach 
W(p) liften, nicht aber die ganze Homotopie, denn sonst lieferte 
der Lift c T eine stetige Kurve r *—> c T (l) mit konstantem exp-Bild 
c T (l) = 9. Also ware wegen der Eindeutigkeit die geliftete Kurve 
konstant und der Lift der Geodatischen c± ware gleich dem von 
Co, also Co = Ci im Widerspruch zur Voraussetzung. 

Daher liegt das kompakte Bild der Homotopie c T nicht in exp(W (p)) . Also gibt es zu jedem 
e > ein r e , so dafi c Te einen Lift besitzt und c Te durch die e-Umgebung des Randes von 
W(p) lauft, vgl. Abbildung. 




Daher ist 



L(c ) + L(c Te ) > 



2tt 

7K 



2e. 



Wahle eine Nullfolge (e„), so daB die t £ti gegen ein konvergieren. Dann folgt 



L(co) + L(cr.) > 



2tt 



A 



□ 

Damit ist die Bchauptung zur Gleichung (111) im Satz liber den Injektivitatsradius bewiesen. 

Es bleibt der Beweis, daB man unter den dortigen Bedingungen immer eine Homotopie mit 
kurzen Kurven finden kann, so daB also (112) gilt. Dazu braucht man vollig neue Methoden. 
Man betrachtet den Raum f2 
darauf die Langenfunktion L 



pq 

SI 



aller Kurven c : [0, 1] — » M mit c(0) = p und c(l) = q und 
> M. Eine Homotopie zwischen cq und c\ € £l pq ist dann 



eine Kurve in fl pq . Man zeigt, daB man unter gewissen Voraussetzungen eine solche Kurve 



deformieren (also eine Homotopie einer Homotopie vornehmen 
der L „klcin" bleibt. 

Vergleichen Sie das nebenstehende Bild vom Kurvenraum 
Slpq, in dem die Kurvcnlangc als Hohcnfunktion dargestellt 
ist. Man mochte die rote Kurve c T so in eine Kurve c T de- 
formieren, daB die Werte der Funktion L auf c T klein blei- 
ben. Beachten Sie: Es geht nicht darum, die Kurve r — > c T 
moglichst kurz zu machen, sondern darum, sie nach un- 
ten zu verschieben, um L zu verklcincrn. Natiirlich sind 
L(co) und L(c\) untere Schranken, aber an dem Bild sehen 
sie auch, daB die Kurve an der „Achsel" des Torus hangen 
bleibt. Die topologischen Verhaltnisse in Sl pq -gespiegelt in 
den kritischen Punkte der Funktion L- spielen also offenbar 
cine Rollc, und das ist das Thcma der Morsethcoric. 



. ) kann in eine Kurve, auf 
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Ein wenig Morsetheorie zum Schluss. Seien M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und 
/ : M — ► M eine C°°-Funktion. Ein kritischer Punkt von M ist ein Punkt p £ M mit d p / = 0. 
Ein kritischer Punkt heiBt nicht degeneriert, wenn hess p /(W, Y) = g(Vx grad /, Y) p eine 
nicht-degenerierte symmetrische Bilinearform auf T p M ist. Der Index von hess p / heiBt dann 
der Index des kritischen Punktes von f. 13 

Beispiel 142. Wir betrachten die Funktion 

/ : R 3 -> R, (x, y, z) ^ x 2 + y 2 - z 2 . 

Der einzige kritische Punkt ist (0,0,0) und die Hes- 
sische in diesem Punkt ist dx 2 + dy 2 — dz 2 . Also ist 
der Index 1. Wir betrachten im R 3 eine Kurve zwi- 
schen zwei Punkten mit / < 0, die durch den Bereich 
/ > lauft. Wir versuchen, diese Kurve mit dem ne- 
gativen GradientenfluB — grad / herunter zu ziehen. 
(Dabei muB man den FluB im Bereich / < allcr- 
dings schncll abklingcn lassen, damit die Endpunktc 
der Kurve fest bleiben.) Weil der GradientenfluB auf 
der Ebene z — radial auf den kritischen Punkt 
im Zentrum zulauft, kommt man auf diese Weise zu 
einer Kurve auf der der Maximalwert von / eine be- 
liebig kleine positive Zahl ist, aber man kommt nicht 
unter 0. 

Nun betrachten wir die Funktion 

/ : R 3 -> R, (x, y, z) h-> z 2 - x 2 - y 2 

und wieder eine Kurve vom negativen Bereich durch 
den positiven in den negativen. In diesem Fall lau- 
fen nur die FluBlinen auf der z-Achse in den kriti- 
schen Punkt. Die z-Achse ist aber eine Menge der 
Kodimension 2 im 3-dimensionalen Raum, und man 
kann die 1-dimensionale Kurve so deformieren, dafi 
sie diese Menge vermeidet. Dann transportiert der 
GradientenfluB die Kurve so weit, bis der Maximal- 
wert von / beliebig nah an den groBeren Wert in den 
Endpunktcn hcrankommt. 



In der Morsetheorie zeigt man, daB um einen nicht-degnerierten kritischen Punkte vom Index 
k einer Funktion / ein Koordinatensystem existiert, in dem / von der Form 

f 2 I i 2 2 _2 

/ — x l ~r • • • T x n-k x n-k+l ■ ■ ■ x n 

ist, so daB die vorstehenden Beispiele typisch sind. Damit beweist man das folgende 

Lemma 143. Sei f : M — ► K eine Funktion mit nur nicht- degenerierten kritischen Punkten. 
Seien a, b £ R, a < b und / _1 ([a, b]) kompakt. In / _1 ([a, b]) liege kein kritischer Punkt von 
f vom Index oder 1. 

Sei c : [0, 1] — ► M eine C°° -Kurve mit 

max(/(c(0)), /(c(l))) < a, max f(c(t)) < b. 

13 Nicht-degeneriertheit und Index eines kritischen Punktes sind unabhangig von der Riemannschen Metrik. 
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Dann gibt es zu jedem e > eine C°° -Homotopie von c mit festen Endpunkten in eine Kurve 
c mit 

max f(c(t)) < a + e. 

0<t<l 



Beweis. Vgl. do Carmo. □ 
Wir beschaftigcn uns nun genauer mit dem Kurvenraum 

Vtpq := {c : [0, 1] | c glatt und c(0) = p, c(l) = q}. 



auf £l pq definiert durch 



Neben dem Langcnfunktional L betrachten wir noch das sogcnannte Energiefunktional E 

E(c) := f \\m\\ 2 dt. 
Jo 

Das hangt eng mit L zusammen. 1st c eine Geodatische , so ist |jc|| konstant und daher 

L(cf = E{c). 

Fiir bclicbigc Kurven in Q pq gilt nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung 



So 1 '^ dt ~vS l2dt \So ^ 2dt ' 



also 

L(c) 2 < E(c). 



Satz 144 (Variation der Energie). Sei c T eine Variation der Kurve Co € Sl pq mit festen 
Endpunkten und sei Y das zugehdrige Variationsvektorfeld. Sei E(t) := E(c T ). 



(i) Die erste Ableitung von E ist 



d T E(0) = -2 f g{Y,V t c)dt. 
Jo 



Das Integral verschwindet fur alle Variationsvektorf elder Y genau dann, wenn Vtc = 0. 
Die kritischen Punkte von E sind also gerade die Geodatischen von p nach q. 14 

(ii) 1st c G Q pq eine Geodatische, so gilt fiir die zweite Ableitung 

d 2 T E(0) =2I(Y,Y). 

Das ist genau dann nicht degeneriert, wenn p und q nicht langs c konjugiert zuein- 
ander sind. 



Beweis. Das rechnct man nach wie die Variationsformeln fur das Langcnfunktional: Mit 
X := d t c erhalt man 

d T E(0)=2 f g(V T X,X)dt = 2 f g(V t Y,X)dt 
Jo Jo 

= 2 f (d t g(Y,X)-g(Y,V t X))dt=2g(Y,X)\l- f g(Y,W t c)dt 
Jo v v ' Jo 



14 Das ist dor Hauptvorteil von E gegenuber L: Die kritischen Punkte des Langenfunktionals waren die 
Pragcodatischcn von p nach q, also nicht isoliert und insbesonderc nicmals nicht-degeneriert. 
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und 



d 2 T E(0) = 2d T C g(V t Y,X)dt 
Jo 

= 2 f (g(V T V t Y,X) + g(V t Y,V T X))dt 
Jo 



2/ (g(V T V t Y,X) + g(V t Y,V t Y))dt 
Jo 

2 f ( 5 (v T v t r - v t v T y, x) + , 9 (v t v T r, x) + 5 (v t r, v t y)) 

Jo 

2 1 ^ (v * y ' VtF) -»Wc)c,y) + a t3 (v r y,x) - 9 (v r y, v*^))j dt 
2/(y,y) + 5 (v T F,x)|J. 



□ 



Wir betrachten nun eine Geodatische c : [0,1] — > M in der m-dimensionalen Riemannschen 
Mannigfaltigkeit M mit 

< S < K 

im Vergleich mit einer Geodatischen 5 : [0, 1] — > 5™ gleicher Lange in der Sphare konstanter 
Kriimmung <5. Wir betrachten parallclc orthonormalc Baisifcldcr E\ = 5, -E2, ■ ■ ■ , -Em bzw. 
Si = c,E2,..., E m langs c bzw. 5 und ein normales Vektorfeld Y — Y^h=2 YiEi langs c. 
Dcfinicrt man dann Y := ^"A 2 Y^Ei mit dcnsclbcn Kocffizicntcn, so gilt offenbar 

g(Y(t),Y(t)) = g(Y(t),Y(t)), 
g(Y(t),Y(t)) = g(Y(t),Y(t)). 

Zusammen mit der Voraussetzung iiber die Schnittkriimmung folgt fiir die Indcxformen 
I(Y, Y) = J [g(Y, Y) - g(R(Y, 5)5, Y)) dt < J (g(Y Y) - g(R(Y, 5)5, F)) dt = I(Y, Y). 
Daher ist Index(c) > Index(c). 

1st m > 3 und L(c) = L(c) > so ist Indcx(c) = m — 1 > 1, weil der Antipodenpunkt auf 
der Sphare ein konjugierter Punkt vom Index m — 1 ist. Also gilt 

L(c) > => Indcx(c) > 1. (113) 

Wir kommen zuriick auf den Beweis von (112). Wir wollen dazu das Lemma 143 auf die 
Energicfunktion E : fl pq — > M. anwenden. Weil q ein regularer Punkt von exp p ist, sind p 
und q langs keiner Geodatischen von p nach q konjugicrt, d.h. allc kritischen Punkte von E 
sind nicht-degeneriert. Wir haben eine Kurve r 1— > c T , fiir deren Endpunkte nach (109) und 
(110) gilt: 

E(c Q ) = L(c ) 2 < (2e) 2 < E( Cl ) < (2tt - 4e) 2 . 
In cincm kritischen Punkt 7 mit E(-f) > (2ir — 4e) 2 gilt 

L( 7 ) = V / ^(7)>2 7 r-4e > 

(107) v<5 
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Nach (113) sind diese kritischcn Punkte also vom Index > 1. Wir setzen 

a := (2n - 4e) 2 , b := max E(c T \ 

0<T<1 ' 

Nach dem Lemma konnen wir r i— > c r also mit festen Endpunktcn deformiercn in cine Kurvc 
t ^ c T m in eine Homotopic von c nach c\ in M mit fcstcn Endpunktcn, so daB 

gilt _ 

max L(c T ) < max \J E{c T ) < \fa + e = 2ir — 3e < 2-7T — 2e. 

Das beweist (112). 

Allcrdings hat der Bewcis cincn Schonheitsfchler: 



Der Kurvenraum fl pq ist lcidcr kcinc cndlich-dimcnsionalc (Ricmannschc) Mannigfaltigkcit . 



Deshalb lafit sich das Lemma 143 nicht anwenden. 

Es gibt mindestens zwei Auswege aus dieser Katastrophe. 

Einer benutzt die Morsetheorie auf uncndlich-dimensionalcr Hilbertmannigfaltigkcitcn, die 
von Palais entwickelt worden ist. 15 

Der andere, altere Weg stammt von Marston Morse. Er stellt fest, daB man nur Kurven mit 
beschranktcr Encrgic £^(7) < C fur eine (groBe) Zahl C betrachten muB, sich also auf einen 
cntsprechcncn Tcilraum Qp' q beschranken kann. Dann gibt es aber eine endliche Unterteilung 

= i < ... < t n = 1, 

so daB fur jedes 7 e Qp und allc i die Punkte 7(^-1) und j(ti) sich verbinden lassen durch 
eine eindeutig bestimmte kiirzeste Geodatische. Die so entstehende gebrochene Geodatische 
zwischen p und q approximiert 7 und ist andrerseits bestimmt durch (7(^)1 • ■ • >7(^n)) G 
M n+1 . Auf diese Weise lafit sich flp q untcr Erhalt der wesentlichen topologischen Eigen- 
schaftcn approximieren durch die endlich-dimensionalc Mannigfaltigkcit M n+1 , in der man 
die obige Argumentation durchfiihrcn kann. 16 

Das Fazit ist, dafi Lemma 143 eben doch auch „fur die Energiefunktion auf Q pq gilt". 



15 Vgl. R. Palais, Morse Theory on Hilbert Manifolds, Topolgy 2 (1963), 299-340 

16 Vergleiche dazu Gromoll-Klingcnberg-Meyer, do Carmo, oder [J. Milnor, Morse Theory, Ann. Math. 
Studies 51 (1963) 
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25 Anhang 



25.1 Warum heifit der Torsionstensor Torsionstensor? 

Sind V eine kovariante Ableitung und 5 ein Tcnsorfcld vom Typ (2, 1) auf M, so definiert 

V X Y :=V X Y +^S{X,Y) (114) 

eine neue kovariante Ableitung. 25 ist der Differenztensor der beiden Ableitungen. 1st c ein 
Kurve in M so folgt 

V d c= V d c+ \s(c, c). 
dt dt 2 

Daraus sieht man: Die Ableitungen V und V haben genau dann dieselben Geodatischen, 
wenn 5 schiefsymmetrisch ist. Wir setzen das voraus und betrachten die Parallel verschiebung 
langs einer Geodatischen c. Ist Y ein V-paralleles Vektorfeld, so licfert (114) 

V f Y= 1 -S(c,n 

d.h. 5 beschreibt die „Verdrehung" oder „Torsion" von Y bcziiglich V. Andrerseits ist aber 
S(X, Y) = l -S{X, Y) - ^5(y, X) - V X Y - V X Y - (V X Y - V X Y) = T(X, Y) - T(X, Y) 

gerade die Differenz der beiden Torsionstensoren. Ist V „torsionsfrei" , so ist 5 also gerade 
der Torsionstensor von V. 



25.2 Elementares iiber Liegruppen 



Definition 145. Eine Liegruppe ist cine diffcrenzierbare Mannigfaltigkcit G mit cincr Grup- 
penstruktur, so da8 die Abbildung G x G — > G,(g,h) i— > ghr 1 differenzierbar ist. Das Eins- 
element bezeichnen wir mit e. 

Beispiel 146 (Lineare Gruppen). 



GL(n, R) 
GL(n,C) 
SL(n,R) 
0{n) 
SO(n) 

U(n) 
SU(n) 
0(n,l) 



= {A | A relle invertierbare n x n-Matrix} 

= {A | A komplcxc invertierbare n x n-Matrix} 

= {AeGL{n,R) | detA = 1} 

= {A e GL(n, R) | AA l = E} 

= {Ae 0(n) | det A = +1} 

= {A g GL(n, C) | AA* = E} 

= {Ae U(n) | detA= 1} 

= {ieGI(n + l,I) | (Aa;,Ay) L =< x,y > L }, 

wobei (a;, y) L ■= -xoVo + xm + • ■ • + x n y n . 



□ 

Definition 147. Eine Liealgebra ist eine (rccllcr) Vektorraum g zusammcn mit cincr schicf- 
symmetrischen bilinearen Abbildung [., .] : g x q — > g, fur die die sogenannte Jacobi-Identitat 
gilt: 



[X, [Y, Z}} + [Y, [Z, X}} + [Z, [X, Y}] = 0. 



Beispiel 148. (i) Der Raum der Vektorfcldcr T(TM) auf cincr diffcrenzierbaren Man- 
nigfaltigkcit ist cine Liealgebra. 

(ii) Der Raum der n x n-Matrizen mit dem Kommutator [X, Y] = XY — YX ist cine 
Liealgebra. 

□ 

Beispiel 149. Auf cincr Liegruppe G hat man fur jedes g E G cincn Diffcomorphismus L g : 
G — > G, h gh, die sogenannte Linkstranslation mit g und analog eine Rechtstranslation 
R g . Ein Vcktorfcld X e T(TG) heiBt linksinvariant, wenn X fur jedes jeGzu sich selbst 
L 9 -verwandt ist, d.h. wenn fur alle h £ G 

dLg(Xh) — XL g h- 

Das ist aquivalent zu L g *X = X. Insbesondere ist dann also X g = dL g (X e ), d.h. X ist durch 
seinen Wert in e eindeutig bestimmt. Auf diese Weise ist der Vektorraum der linksinvarianten 
Vektorfcldcr auf G isomorph zu T e G. 

Die linksinvarianten Vektorfcldcr cincr Liegruppe sind abgcschlosscn untcr der Lieklammcr 
und bilden deshalb cine Liealgebra g, genannt die Liealgebra von G. Es ist namlich allgemcin 
die Lieklammcr mit der „/-Verwandtschaft" vertraglich. Also 

g = {X e T(TG) | X linksinvariant} = T e G. 

Fur SO(n) haben wir in Diffgeo I bereits gesehen, daB sich die Lieklammcr linksinvarianter 
Vektorfelder und der Matrix- Kommutator in 



so(n) = T E SO(n) = {X | X 1 = -X} 



entsprechcn. Das gilt fur alle linearen Gruppcn. In abstrakten Gruppen ist aber natiirlich 
die Licklammer auf T e G nicht durch ein algebraisches Rezept vorgegeben, sondcrn man muB 
die Tangcntialvcktorcn zu linksinvariantcn Vcktorfcldern erweitern, die Licklammer bilden 
und deren Wert in e nchmcn. 

□ 

Satz 150. Sei X ein linksinvariantes Vektorfeld auf der Liegruppe G. Dann ist der maximale 
Flufi <I> t von X fiir alle f€t definiert, und es gilt 

$ t (g) = L g $t(e) = R^ t{e) g. 

Beweis. Sei e > so, daB <&t(e) fiir \t\ < e definiert ist. Fiir jedes g € G und |i| < e ist 
j t L g {<5>t{e)) = dL g {j t <b t {e)) = dL g {X^ t(e) ) = X Lg $ t{e) , 

d.h t i > Lg^t(e) ist cine fiir alle \t\ < e definierte Intcgralkurve mit L g $o(e) — g. Das 
bedcutct, daB man jede (einscitig) beschrankte Intcgralkurve immer noch ein Stuck e/2 
verlangern kann. Also sind alle Intcgralkurven auf ganz R definiert. □ 

Definition 151. Mit den Bezeichnungen des Satzes definicren wir die Exponentialabbildung 
von G wie folgt: 

cxp ig-tG.In^fe). 
Wegen *$ rt (e) = s f t \ st $(e) gilt 

exp(tX) = $ t (e), 

und 1 1 ► exp(iA) ist ein differenzierbarer Gruppenhomomorphismus von R in G. 
Beispiel 152. Fiir G = GL(n) ist q = gl(n) = M(n x n) und fiir X e Q gilt 

exp(iX) = e tx . 

Entsprechendes gilt fiir die andcrcn linearen Gruppcn, und das ist der Grund, warum die 
Liegruppen-Exponentialabbildung so heiBt. Beweis. Setze U(t) := cxp(tX) = 3>t(e). Dann 
ist 

U{t)=X 9t{e) =* t {e)X = U{t)X. 

Wciter ist U (0) = E. Aber dieses Anfangswertproblcm fiir ein gewohnlichcs lineares Differential- 
gleichungssystem hat U(t) = e tx als eindeutig bestimmte Losung. 

□ 

Bemerkung. Es gilt d exp = Id : q — > g. Insbesondcrc bildet exp also eine Umgebung von 
G g diffeomorph auf eine Umgebung von e in G ab. 

Definition 153. (i) Eine C°°-Abbildung <f) ■ G — > G zwischen Liegruppen mit 

cP(gh) = <f>(gMh) 

heiBt ein Liegruppen-Homomorphismus. Es folgt <j>(e) = e und fiig^ 1 ) = (^(g)^ 1 . 



(ii) Einc lincarc Abbildung a : g — > g zwischcn Licalgcbrcn mit 

a([X,Y]) = [a(X),a(Y)] 

hciBt cin Liealgebren-Homomorphismus. 

Entsprcchcnd dcfinicrt man Isomorphismen, Endomorphismcn und Automorphismcn fiir 
Liegruppen und -algebrcn. 



Satz 154. Sei : G —* G eine Liegruppen-Homomorphismus. Dann definiert q 
Liealgebren-Homomorphismus 


) einen 




d(f> : g — > g 




vermoge 


d^(X) s := dL~ g d(j){X e ), 




also 


d<j>(X) e = d<j>{X e ). 




Offenbar sind X und d<p(X) sind 


<p-verwandt. Es gilt 






exp odcj) — (f> o exp, 


(115) 



Beweis. Zunachst gilt (f>(gh) — <p{g)cf){h) und dahcr 

(f)0 Lg = L^g) O (j>. 

Wir setzen X = dcf)(X) = dLgd<p{X e ). Dann sind X und X 0-verwandt, denn 

X m = dL Hg) d<j>(X e ) = d(L Hg) cj>)(X e ) = d(<f>L g )(X e ) = d<j>(dL g (X e )) = d^(X g ). 

Daraus folgt die Homomorphic von d(f>: 

d<j>([X,Y] e ) = [X,Y] m = [X,Y] e . 

Zum Beweis der Formel (115) beachte, da8 t \— > exp(td(j)(X)) eine Intcgralkurvc von X ist, 
die bei t — durch e e G geht. Andrerseits ist 

-^(exptX) = d(j){j t exp(iX)) = d<j)(X cxp{tX )) = ^0( cxp tx) 

cine Integralkurve mit dcrsclbcn Eigcnschaft. Daher sind bcidc glcich, und fiir t — 1 folgt 
(115) . □ 

Im folgendcn Satz bczeichnen wir die Menge der Vektorraum- Automorphismcn bzw. -Endomorphismcn 
der Liealgebra mit GL(g) bzw. gl(g). GL(g) ist mit der Komposition als Vcrkniipfung cine 
Liegruppe der Dimension (dimg) 2 und gl(g) mit dem iiblichcn Kommutator als Licklammer 
die zugchorigc Liealgebra. 



Satz 155 (Adjungierte Darstellung). Seien G eine Liegruppe und ah fur h e G der 

zugehdrige innere Automorphismus: 

a-ng ■= hghr 1 . 

Darin gilt 

(i) Der von ah induzierte Liealgebren-Homomorphismus 

Ad h := da h : Q—> Q 

ist tin Automorphismus mit 

Ad h X = a h *X. (116) 

(ii) Die Abbildung Ad : G — ► GL(g),h \— ► Adh ist ein Liegruppen-Homomorphismus, die 
sogenannte adjungierte Darstellung von G. 



(Hi) Fur alle X,Y e g und h e G gilt: 



(Ad h X) e 



dt 



/jexp(iX)/i _1 , 



d_ 
dt 



Ad exptx Y=[X,Y] t 



exp o Ad/j = ah ° exp . 

(iv) Der von Ad induzierte Liealgebren-Homomorphismus 

ad := g -> gl(g),X ^ &d x 
heifit die adjungierte Darstellung von g. Es gilt fur alle X, Y e g 

ui x Y=[X,Y], 



(117) 

(118) 
(119) 



(120) 
(121) 



Beweis. Zu (i). Weil ein Automorphismus ist, ist auch d e ah invertierbar und damit ist 
Adh ein Automorphismus. Nach Satz 154 sind X und d<f>(X) 0-verwandt. Daraus folgt (116). 

Zu (ii). Aus a g h = a g o ah folgt die Homomorphic von Ad : G —* GL(g). Die Diffcrcnzicr- 
barkeit folgt aus der von (g, h) > hgh^ 1 . 

Zu (iii). Glcichung (117) folgt aus der Definition von Adh zusammen mit 



d 
dt 



exp(tX) = X. 



Nach Satz 150 ist <I> t = R ellv {tx) der maximale Flufi von X. Benutzen wir die Formel fur die 



Licklammer aus [VL Mannigfaltigkcitcn] , so crhaltcn wir: 

[x,y] e = |(-(^y) e )| 

= ^:(^(-Rcxp(tX)*^)e)|o 

= ^(- rf #exp(tX)C^exp(-tX)))|o 

= ^ {-dR eKp (tx) (dL cxp (_ tX ) (Y e )))\ 
= j t {-da cyLp{ ^ tX ){Y e ))\v 
= j t {Ad c ^(tx)Y)\v 

Gleichung (119) schlicfilich ist Satz 154 angcwendet auf a^. 

Zu (iv). Aus (118) folgt unmittelbar (120), und (121) ergibt sich durch Anwendung von Satz 
154 auf Ad: G^GL(q). □ 

Beispiel 156. Ftir die linearen Gruppcn sind und Adh durch die Konjugation mit h 
gegebcn. 

□ 

Wir schlieBen mit zwei Satzen, die wir hier nicht bcwciscn konnen, die aber sehr nutzlich 
bzw. interessant sind: 

Ist H eine Lieuntergruppe der Liegruppe G, d.h. eine Untergruppe, versehen mit der Struk- 
tur einer Liegruppe, so daB die Inklusion i : H C G cine Immersion ist, so ist auf die 
offcnbare Weise f) eine Unteralgebra von g. Umgckchrt laBt sich jede Lieunteralgebra von g 
so realisicrcn, wie der folgende Satz zeigt: 



Satz 157. Seien G eine Liegruppe und f) C § eine Lieunteralgebra der Liealgebra von G. 
Dann gibt es genau eine zusammenhangende Lieuntergruppe H von G mit Liealgebra (). 



Satz 158. Sei H eine Untergruppe der Liegruppe G. Lst H (als Teilmenge in G) abgeschlos- 
sen, so ist H eine Lieuntergruppe von G. 



Beispiel 159. Fur alle X,Y £ q ist die Funktion 

GL(q) ^g,F~ F[X, Y] - [FX, FY] 

stetig. Daher ist die Menge 

Aut(fl) := {F e GL(q) I F[X, Y] - [FX, FY] = fur alle X, Y E q} 

abgeschlossen. Sie ist offenbar auch eine Untergruppe, also eine Lieuntergruppe von GL(q), 
die Automorphismengruppe von q. 

□ 



